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Chapitre 1

Apprentissage et méthodes a
noyaux

Ce chapitre a pour objectif de présenter un cadre théorique au probléme
d’apprentissage statistique, qui consiste & déterminer une fonction & partir
de données regroupées dans un ensemble d’apprentissage. Ce probléme est
mal-posé puisqu’il existe une infinité de fonctions continues qui vérifient les
conditions discrétes induites par les données d’apprentissage. Ceci est par
exemple le cas des problémes de régression, ou l'on cherche une fonction
passant en certains points tandis qu’il en existe une infinité.

La théorie de la régularisation introduite par Tikhonov et Arsenin
dans [TAT7| propose une solution élégante a ce probléme. Une régularisation
de type Tikhonov permet de restreindre la recherche & un espace de fonctions
réguliéres. Un type d’espace fonctionnel particulier est ’espace de Hilbert
a noyau reproduisant, un concept introduit par Aronszajn dans [Aro50].
Ses propriétés sont exploitées par le Théoréme de Représentation, initia-
lement proposé pour les problémes de régression par Kimeldorf et Wahba
dans [KWT1l [Wah90], et récemment généralisé a d’autres problémes d’ap-
prentissage par Scholkopf et coll. dans [SHWO00|. La simplicité des méthodes
dites & noyaux est principalement due au coup du noyau, plus communé-
ment désigné par kernel trick en anglais, qui permet de transformer des
algorithmes linéaires en des méthodes non-linéaires sans surcotit calculatoire
considérable, sous réserve que ceux-ci puissent s’exprimer uniquement par
des produits scalaires entre les données. Cette notion de non-linéarité par
usage de noyau a été proposée par Aizerman et coll. dans [ABR64| dans le
cadre d’un probléme de classification, et renforcé par Vapnik dans [Vap95|
avec le théorie de 'apprentissage statistique dans un contexte plus général
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de classification et régression.

Dans ce chapitre, on traite d’une maniére concise ces différents concepts,
que l'on illustre avec certains exemples de méthodes a noyau que 'on dé-
taillera au cours des chapitres suivants. Dans la Section [T} on introduit les
méthodes d’apprentissage et la régularisation selon Tikhonov. Aprés avoir
présenté succinctement les concepts de noyau reproduisant et d’espace de
Hilbert associé dans la Section [[L2, on introduit les deux clés de voite des
méthodes & noyaux dans la Section [[3 : le coup du noyau et le Théoréme
de Représentation. On conclut le chapitre par des exemples de méthodes a
noyaux dans des problémes d’analyse non-supervisée et supervisée.

1.1 Théorie de 'apprentissage statistique

En théorie de apprentissage statistique [Vap95|, on cherche a déterminer
un modéle qui traduit le mieux possible une relation entre les observations
successives recueillies sur un systéme, ou encore entre ses entrées et sorties, a
partir d’un ensemble d’apprentissage. On souhaite que le modéle ainsi élaboré
soit généralisable a de nouvelles observations, ce qui nécessite une certaine
connaissance a priori du comportement du systéme. Une telle information
peut étre incorporée grace 4 un choix approprié d’espace d’hypothéses, ce
dernier étant I’espace fonctionnel dans lequel la solution est recherchée.

1.1.1 Apprentissage statistique

Les méthodes d’apprentissage statistique peuvent étre regroupées en
deux classes principales : les méthodes supervisées et les méthodes non-
supervisées.

Dans le cadre de 'apprentissage supervisé, on cherche la relation entre
un compact X de €, dit espace de données ou d’entrée, et un compact Y
de €, dit espace des réponses ou de sortie. Cette relation est décrite par la
distribution de probabilité P(z,y) définie pour tout couple (z,y) € X x ).
Ainsi recherche-t-on la fonction * de X dans ) telle que ¥*(x) soit une
estimation appropriée de la sortie y correspondant a la donnée x. L’optimalité
de la fonction ¥* sur toutes les fonctions ¥ de X dans € est donnée par la
minimisation d’une fonctionnelle de risque réelle de la forme

| V@ ary)
XxY
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ou dP(z,y) = P(z,y)dzdy, et V une fonction cott qui mesure l'erreur
commise entre la sortie désirée y et la sortie estimée () pour tout couple
(x,y) € X x Y. Dans le cas particulier de la fonction de cott quadratique,
V((z),y) = ((x) — y)?, la fonction minimisant cette expression est don-
née par Y*(x) = fyydP(y\m). Puisque Y est compact, on montre qu'un tel
optimum existe. Toutefois, la distribution de probabilité P étant inconnue,
I'optimum ne peut pas étre obtenu directement. Celle-ci n’est en effet connue
qu’a partir d’'un ensemble fini de réalisations, appelé ensemble d’apprentis-
sage, que l'on note A, = {(z1,41),-.., (Tn,yn)} avec (zr,yx) € X x Y. En
posant P, (z,y) = 231", 6(z — 2;) 6(y — y;), le probléeme d’optimisation se
traduit par la minimisation du risque d’apprentissage, appelé aussi risque
empirique, selon

v = argmin = 3 V(@(a). 7). (1.1)
i=1

Pour un apprentissage non-supervisé, on se contente d’'un compact X de
@', dit espace de données ou des observations. On cherche alors la relation
entre les éléments de cet espace, que décrit la distribution de probabilité P(z)
pour tout x € X. La fonction recherchée ¥* est alors obtenue en résolvant
un probléme d’optimisation de la forme

v* = argnin / V((x)) dP(x),

x
portant sur toutes les fonctions ¥ de X dans €, avec V une fonction
colt donnée. N’ayant & disposition qu’un ensemble d’apprentissage fini
A, ={x1,...,2,} de réalisations échantillonnées selon P, cette derniére est
estimée par P,(z) = 2 3" | §(z — 2;). On recherche une fonction optimale
en minimisant le risque empirique défini par

v = argmin > Y V(0(z) (12
i=1

Comme cette expression est un cas particulier de (ILI) pour des étiquettes
y; supposées constantes, on considére dans la suite le cas plus général de
I’apprentissage supervisé.

Dans les deux cas, il existe une infinité de fonctions ¥* minimisant le
risque empirique, donc vérifiant soit (LI]) pour 'apprentissage supervisé, soit
(L2) pour l'apprentissage non-supervisé. Le probléme est dit alors mal-posé,
dans le sens ot I’ensemble d’apprentissage ne permet pas une reconstruction
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unique de la fonction recherchée. Pour autant, toutes les fonctions candi-
dates ¥* n’admettent pas les mémes capacités en généralisation étant donné
de nouvelles observations ne figurant pas dans l’ensemble d’apprentissage.
On a alors recours a 'introduction d’hypothéses vis-a-vis de la fonction ¢*
recherchée afin de s’affranchir du caractére mal-posé du probléme initial. Une
contrainte faible et naturelle, au sens des phénoménes physiques par exemple,
consiste & supposer que cette fonction est suffisamment réguliére pour que
de faibles variations des données produisent de légéres fluctuations sur les
sorties. Cette contrainte de régularité sur ¢)* permet alors d’interpréter le
probléme d’apprentissage comme un exercice d’approximation & partir de
données bruités. D’autres contraintes, plus fortes, peuvent aussi étre consi-
dérées préalablement & I’apprentissage, par exemple que le modéle recherché
est linéaire ou quadratique.

1.1.2 Meéthodes régularisées

Depuis les années 1960, plusieurs techniques de régularisation ont été
proposées pour rendre un probléme d’optimisation bien-posé, dont les ré-
gularisations d’Ivanov [Iva76|, de Phillips [Phi62| et de Tikhonov [Tik63].
Ces techniques offrent un cadre mathématique général pour résoudre les pro-
blémes d’optimisation (I.I]) et (I.2) en restreignant l’espace de recherche des
fonctions candidates aux fonctions a faibles oscillations. On considére un
espace de Hilbert H de fonctions de X' dans €, auquel appartient la fonc-
tion recherchée ¥*. Soit (-,-)% le produit scalaire associé a cet espace, et
|| - |3 sa norme. La pénalisation d’Ivanov consiste & minimiser le risque em-
pirique, avec une contrainte sur la complexité définie par |[¢||y < 7 qui
vise a pénaliser les solutions oscillantes. Pour mieux comprendre cette pé-
nalisation restreignant ’espace H aux fonctions & normes réduites, il suffit
de considérer par exemple 'espace de Banach Lq[a,b] des fonctions inté-
grables en valeur absolue sur l'intervalle [a,b]. La norme est alors définie
par [[¢]1 = ff |¢(z)|dz. Un autre type de régularisation concerne l’espace
Ls[a,b] des fonctions d’énergie finie sur [a,b], avec la norme quadratique
)3 = f; |¢(z)|? dz. La régularisation de Phillips [Phi62] consiste & mi-
nimiser la norme, sous contrainte que le risque empirique reste inférieur &
un seuil donné. Ces modes de régularisation d’Ivanov et de Phillips sont
équivalents a la régularisation de Tikhonov [Muk04].

Par l'usage de la technique des multiplicateurs de Lagrange, Tikho-
nov propose dans [TA77] de transformer le probléme d’optimisation avec

1. Cette pénalisation est souvent connue sous le nom de Tikhonov—Phillips [MRI7].
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contrainte défini ci-dessus en un probléme d’optimisation sans contrainte.
La fonctionnelle de risque étant pénalisée, la solution est alors obtenue selon

= -y V(@ 5
p* argg&lﬁnz (), :) + 0 [0l

ou n contrdle le compromis entre les deux termes. Le premier terme repré-
sente le risque empirique qui mesure l'adéquation entre les sorties estimées
et les sorties désirées. Le second terme, de pénalisation, permet d’obtenir des
solutions plus réguliéres. Sans celui-ci, le probléme serait mal-posé puisqu’il
existerait alors une infinité de fonctions qui minimisent le premier terme.
La théorie de la régularisation a la Tikhonov des méthodes d’apprentissage
statistiques a connu diverses avancées récentes depuis qu’elle a été intro-
duite dans ce contexte par Poggio et Girosi [PG90], et plus récemment avec
les techniques de SVM proposées par Vapnik [Vap95|. Une généralisation de
cette pénalisation a également été considérée en remplagant le terme HwH%{
par g(||1||3,), ot g(-) est une fonction monotone croissante sur Ry. La fonc-
tionnelle de risque régularisée s’écrit sous la forme

_ZV (i), i) + ng(I9117)- (1.3)

Le choix du paramétre de régularisation n, appelé souvent hyperparamétre
en apprentissage statistique, est crucial pour contréler le compromis entre
erreur d’apprentissage et degré de régularité. Il est donc lié directement a
I’erreur de généralisation et conditionne la convergence de ’algorithme. Dans
ce manuscrit, nous n’aborderons pas son optimalité en précisant que celle-ci
est étudiée par Vapnik [Vap95], ainsi que par Wahba, Lin et Zhang [WLZ00]
pour un cas particulier de fonctions coft, celui des SVM. Un exemple plus
général a été considéré plus récemment par Cucker et Smale dans [CS02b],
ou encore dans [CHO02| et [Cap06].

Un nombre important de méthodes d’apprentissage a été développé dans
ce cadre. Celles-ci se différencient principalement par deux caractéristiques
clés : d’une part la fonctionnelle de coit V' (f(z;),y;) & minimiser, et d’autre
part 'espace fonctionnel H des fonctions candidates. Cette thése traite d’une
catégorie d’espaces fonctionnels particuliers, les espaces de Hilbert & noyau
reproduisant. Les méthodes associées constituent ce qu’on appelle couram-
ment les méthodes & noyaux. Avant de continuer, il convient & présent de
préciser qu’il existe une interprétation Bayésienne aux méthodes d’appren-
tissage statistique régularisées.
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Sous un angle probabiliste

La communauté traitant de reconnaissance des formes peut étre divisée
en 2 groupes : les fréquentistes et les probabilistes (ou Bayésiens). Les pre-
miers traitent les observations des phénoménes sans considérer les lois de
probabilité les ayant engendrées. Les seconds cherchent & remonter aux dis-
tributions de probabilité & partir des observations par des techniques dites
d’inférence. Bien que 'on adopte la premiére philosophie tout au long de ce
manuscrit, il est toutefois intéressant de préciser qu’il existe un lien entre les
deux approches, ou plus précisément une interprétation probabiliste des mé-
thodes régularisées selon Tikhonov. On désigne par P(A,|¢) la probabilité
conditionnelle d’avoir I’ensemble d’apprentissage A,, ayant la fonction v, et
par P(1|A,) la probabilité conditionnelle de v sachant A,. Par la régle de
Bayes, la probabilité a posteriori P(1].A,,) est alors donnée par

ot P(v) désigne la probabilité a priori de la fonction . On suppose dans
la suite que les échantillons suivent le modéle y; = ¥ (x;) + e;, ou le bruit e;
est distribué selon une loi normale de variance o2. On peut alors écrire la

probabilité P(Ay,[y) selon
1 n
P(Aalt) = exp (= 55 >~ (0 = ¥(a1))?)
i=1
La probabilité a posteriori est donnée par (I.4]), avec

P A) = exp (= gog D (s — w(@:)*) (o)

=1

On a recours a la technique du maximum a posteriori pour estimer *, ce
)
qui conduit & la minimisation de I’GX[)I‘GSSi()II

n 2
S ) + 22 log(1/P(). (15)
i=1

On retrouve les deux caractéristiques clés de 'apprentissage statistique : le
premier terme de l'expression correspond au risque empirique de fonction
cotit quadratique V (¢ (z;), ;) = (i —¥(z;))?. Le second terme est un terme
de pénalisation. En supposant que la probabilité a priori puisse s’écrire sous
la forme P(y) = exp(—g(|[¢||3,)), on retrouve la régularisation de Tikho-
nov dans (L3, avec 20%/n pour paramétre de régularisation. La fonction
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1* obtenue par la minimisation du critére (5] est optimale sous réserve
que le bruit suive une loi normale. Pour une densité de probabilité Lapla-
cienne, P(e;) = (1/2)exp~l¢l, la fonction coft correspondante est le coit
Ly, a savoir V(¢¥(x;),y:) = |yi — ¥(x;)|. L'optimalité de la régression logis-
tique avec V(1(x;),yi) = log(1 + exp(—y;¢(z;))) est étudiée dans [Zha04],
avec d’autres fonctions coiits, ou encore dans [SSO1] avec la maximisation
de la vraisemblance. Plus généralement, I’approche par maximisation de la
probabilité a posteriori est étudiée par Mackay [Mac03| dans le cadre des
processus Gaussiens.

1.2 Noyau reproduisant

Dans le paragraphe précédent, nous avons proposé de restreindre 1’espace
de recherche de v & un espace de Hilbert & noyau reproduisant. Depuis les tra-
vaux précurseurs de Aronszajn dans [Aro50] sur les noyaux reproduisants, on
a de plus en plus recours a ce type d’espaces, notamment depuis qu’ils ont été
retenus pour la résolution de problémes d’interpolation par Parzen [Par70],
Kailath [Kai71] et Wahba [Wah90]. Plus récemment, on peut se référer aux
travaux de Saito [SABO99]. On présente ici un apergu succinct des noyaux
reproduisants avant d’exposer & la section suivante les éléments clés qui ont
contribué & leurs succés dans le cadre de problémes d’apprentissage. Dans ce
qui suit, on considére un espace mesurable X’ auquel on associe le produit

scalaire (-,-) et la norme correspondante || - ||2.

1.2.1 Espace de Hilbert & noyau reproduisant

Un noyau désigne une fonction «(-,-) de X x X dans €, a symétrie Her-
mitienne, c’est-a-dire telle que k(x;,2;) = R(xj, z;) pour tout x;, z; € X. On
rappelle les deux définitions fondamentales suivantes et les propriétés qui en
découlent, en renvoyant le lecteur vers [Aro50, [CS02¢| pour plus de détails.

Définition 1 (Noyau défini positif). Un noyau k est dit défini positif sur X
s’il vérifie
n n
Z Zai aj k(zi,zj) >0 (1.6)
i=1 j=1
pour tout n € N, x1,...,x, € X et ay,...,ay € C.
Les noyaux définis positifs sont considérés comme une généralisation du pro-

duit scalaire. Ce dernier constitue en effet un noyau défini positif particulier,
dont certaines des propriétés sont vérifiées par tout noyau défini positif. C’est
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le cas par exemple de l'inégalité de Cauchy-Schwartz : pour tout noyau x(-, -)
défini positif sur X, et pour tout x;,z; € X, on a

|k(zi,25)[* < k(i 20) K2, 25).

Bien que la linéarité ne soit évidemment pas vérifiée par les noyaux définis
positifs en général, cette généralisation s’avére trés intéressante comme on le
montre a la Section [[L3] au travers du coup du noyau.

Définition 2 (Noyau reproduisant et RKHS). Soit (H, (- ,-)3) un espace de
Hilbert constitué de fonctions de X dans C. La fonction k(x;,x;) de X x X
dans € est le noyau reproduisant de H, sous réserve que celui-ci en admette
un, si et seulement si

— la fonction kg, : x; — Ky, (m]) = k(zy, a:j) appartient a H, quel que soit

x; € X firé;

— on ap(x;) = (Y, ke, )y pour tout z; € X et p € H.
On dit que H est un espace de Hilbert a noyau reproduisant, ou encore un
RKHS, acronyme de Reproducing Kernel Hilbert Space.

D’aprés le premier point de la Définition 2] on désigne par ky, et x(z;,-) la
méme fonction, qu’on appelle fonction noyau. Le second point de la Défini-
tion 2] est connu sous le nom de propriété reproduisante. Celle-ci, ainsi que
I’existence du noyau reproduisant, sont liées directement au Théoréme de
Représentation de Riesz. En effet, soit une fonctionnelle ¥(-) € H et ¢(x)
son évaluation continue pour tout x € X. Selon ce théoréme, il existe une
fonction hy () € H telle que ¥(z) = (1, hy)3. On retrouve la propriété repro-
duisante et, en posant k(x;,x;) = hg,(2;) pour tout z;, x; € X', on retrouve
le noyau reproduisant. On représente a la Figure [LT] 'espace des données X
et I'espace H induit par le noyau reproduisant k.

Afin de fixer les idées, on présente une analogie noyau reproduisant et
RKHS d’une part, et fonction indicatrice et espace L3]a,b] d’autre part o
toute fonction 1 vérifie ||1)[|3 = fab |¢(z)|? dz < oco. Pour tout z € [a,b], la
fonction indicatrice 1, permet 1'évaluation de toute fonction ¢ en x, selon
1, : ¢ — 1,9 =(x). On retrouve ainsi la propriété du noyau reproduisant
dans un RKHS. L’espace L3[a,b] n’est toutefois pas un RKHS car que la
fonction indicatrice 1, n’appartient pas & cet espace, contrairement & la
fonction noyau k, qui est dans son RKHS.

Corollaire 3 (Coup du noyau). Tout noyau reproduisant r d’un espace de
Hilbert H s’écrit comme un produit scalaire dans cet espace, selon

K(xia x]) = </€1‘1‘7 HSL‘j>H
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X,

FIGURE 1.1 — Espace des données X et espace H induit par le noyau repro-
duisant .

pour tout x;,r; € X.

Ce corollaire constitue une propriété fondamentale des noyaux reprodui-
sants et des méthodes & noyaux. Il sera étudié plus en détails dans la Section
3Tl Sa démonstration découle directement de la propriété reproduisante
Y(x;) = (¢, ke, )1 des noyaux. Il suffit pour cela de remplager 1 dans cette
expression par la fonction noyau kg, .

Théoréme 4 (Moore-Aronszajn). A tout noyau défini positif, il correspond
un RKHS unique, et réciproquement.

Démonstration. On montre tout d’abord que tout noyau reproduisant est
défini positif. Pour cela, il suffit de constater que ), Zj a; @ K(xg,x5) =
|3, ai kg;||? ne peut étre négatif. Réciproquement, on démontre que tout
noyau défini positif k est le noyau reproduisant d’un espace de Hilbert de
fonctions de X dans €. Pour cela, on considére I’espace vectoriel H' engendré
par I’ensemble des fonctions {k,, } pour z; € X. Ceci permet d’exprimer tout
élément de H' comme une combinaison linéaire finie (n < co) de ces fonctions
selon

H = {¢ 2(e) = En:ai Kz (), i € X, a; € (E}.
i=1
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A cet espace, on associe le produit scalaire

(W, ) = <Zaz nm,z by e, )

avec 1 = Y 1L, a; Ky, et ¢ = >0, b; ky; appartenant & l'espace H'. En
ré-arrangeant les sommations, et par le coup du noyau (s, , Kz;) = K(4, 75),
on peut simplifier I’expression du produit scalaire en

(W, &) =ZZaZ (s, ;).

i=1 j=1

Muni de ce produit scalaire, l’espace ainsi construit est un espace pré-
Hilbertien. Pour obtenir un espace de Hilbert, il suffit de le compléter confor-
mément & [Aro50] de sorte que toute suite de Cauchy y converge. |

Le Théoréme de Moore-Aronszajn établit le lien entre noyau défini positif
et RKHS. Par abus de langage, on remplace dans la suite la dénomination de
noyau défini positif par noyau reproduisant. Avant de préciser leurs propriétés
fondamentales dans le cadre de méthodes d’apprentissage régularisées, on
présente les noyaux reproduisants les plus connus ainsi que certaines régles
permettant de les combiner afin d’en obtenir de nouveaux.

1.2.2 Noyaux reproduisants : construction et exemples

On présente ici des techniques pour construire des noyaux reproduisants,
et quelques exemples couramment utilisés. On renvoie le lecteur a [Vap95|
Her02, [STC04] pour d’autres propriétés des noyaux reproduisants, ainsi que
diverses régles permettant de les combiner.

Théoréme 5. Soit k1 et ko deuxr noyauz reproduisants de X x X dans C.
La fonction k: X x X — C est un noyau reproduisant s’il est défini par une
de ces expressions, pour tout x;,r; € X,

1. combinaison linéaire : k(z;,x;) = Prk1(x;, xj)+ Paka (i, x;), pour tout
B1,B2 € Ry.

décalage : K(z;,x;) = k1(z4, ;) + ¢, pour tout ¢ € Ry.

produit : /Q(:Ei, l‘j) = /{1(332', l‘j) /{Q(JEZ', :Ej),

exposant : k(x;,xj) = K1(zi, x;)P, pour tout p € N,

AN NS

exponentiel : k(z;,x;) = exp(k1(xi, x;)/0?), pour tout o € R.
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_ £1(Ti,;)
Ve (@) k1 (eg,m;)

6. normalisation : k(x;,x;)

éléments de démonstration. A partir du Théoréme E de Moore-Aronszajn,
il suffit de démontrer pour chaque cas que le noyau k est défini positif, a
savoir ) Zj a; @; K(z;, ;) > 0 pour tout z;,z; € X et a;,a; € C. On peut
facilement montrer cela pour les quatre premiers points. Pour le cinquiéme
point, il suffit de décomposer ’exponentielle en un développement de noyau
k1 de puissances différentes. Finalement, pour le noyau normalisé, il suffit
de remarquer que le dénominateur est toujours positif, et que le numérateur
est défini positif. |

Les noyaux reproduisants classiques sont principalement regroupés en
deux catégories : les noyaux radiaux et les noyaux projectifs. Ces derniers
dépendent du produit scalaire, comme le noyau linéaire x(z;, z;) = (x;, z;)
ou encore les noyaux polynomiaux (x;,x;) = (x;, ;)P de degré p € N*. La
régle du décalage (régle 2) conduit au noyau polynomial complet (x4, ;) =
((xi, ) + ¢)P. Le noyau exponentiel, soit x(z;,z;) = exp((zi, z;)/0d) olt og
est un parameétre fixe correspondant & la largeur du noyau, résulte de 'appli-
cation de la régle 5 au noyau linéaire. Le plus connu des noyaux radiaux est
sans doute le noyau Gaussien, défini par x(z;,z;) = exp(—|z; — z;]*/0d),
que l'on obtient en normalisant (régle 6) le noyau exponentiel. Le noyau de
Laplace, k(z;,2;) = exp(—|lz; — x;||/00), fait aussi parti de cette catégo-
rie. D’autres noyaux reproduisants sont obtenus en combinant des noyaux
classiques selon le Théoréme Bl On présente en Annexe [A] les noyaux repro-
duisants les plus utilisés dans le cadre des méthodes de reconnaissance des
formes. Toutefois, cette liste n’est pas exhaustive puisqu’en les combinant
entre eux, on en obtient de nouveaux sous réserve de conserver le caractére
défini positif.

1.3 Au-deld du modéle linéaire : méthodes a
noyaux

Les méthodes a noyaux sont pour la plupart issues d’algorithmes li-
néaires auxquels on a pu appliquer les deux résultats clés que sont le coup du
noyau [ABR64] et le Théoréme de Représentation [Wah90l [SHW00|. Dans ce
qui suit, on note A, = {(x1,41),---, (Zn,yn)} un ensemble d’apprentissage
donné avec x; € X les données d’entrée et y; € IR les sorties désirées.
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1.3.1 Coup du noyau

On rappelle la propriété fondamentale introduite au Corollaire Bl Tout
noyau reproduisant s’écrit

K;(:Eia :Ej) — <K/wi7 KJIE]‘>’H

quels que soient z;,x; € X, avec H 'espace de Hilbert induit par ce noyau.
Ainsi, le noyau x(z;, x;) fournit le produit scalaire dans H des images k,, et
kg, de toute paire d’éléments z; et x; de X', sans qu'il soit nécessaire d’expli-
citer ces images. Ce principe, connu sous le nom du coup du noyau ou kernel
trick en anglais, permet de transformer les méthodes linéaires de traitement
de données en des méthodes non-linéaires, sous réserve qu’elles puissent s’ex-
primer uniquement en fonction de produits scalaires des observations. Pour
cela, il suffit de remplacer chacun de ces produits scalaires (x;, z;), qui n’est
autre que le noyau linéaire, par un noyau non-linéaire £ (z;, z;). Ainsi la struc-
ture des algorithmes demeure-t-elle inchangée, et le surcofit calculatoire di
a I'évaluation des noyaux négligeable.

On souligne I'importance du noyau pour le calcul implicite d’un produit
scalaire dans 'espace H. Cet espace est trés souvent de dimension dy su-
périeure a celle de 'espace des observations dy. En utilisant par exemple
un noyau Gaussien k(z;,zj) = exp(—||z; — x;]|?/08), U'espace induit est de
dimension infinie. Sans la mise en ceuvre du coup du noyau, la détermination
du produit scalaire dans de tels espaces serait impossible.

Géomeétrie associée

L’intérét du coup du noyau va au-dela d’une simple évaluation de produit
scalaire, en incluant ’évaluation de distances et d’angles dans I’espace RKHS.
La distance dans H entre 2 fonctions kg, et Ky, s'exprime par ||k, — Ko, [|3, =
(Kg; — Kajs Ka; — /ij>7.¢. En développant cette expression, on obtient

”in — Ka; ”g-t = ’%(xivxi) - 2Ré{ﬁ(‘ri7m]’)} + H(xjvxj)v (1-7)

ot Ré(+) désigne la partie réelle. Ainsi peut-on calculer la distance entre les
éléments de cet espace sans qu’il soit nécessaire de les expliciter. On retrouve
I’esprit du coup du noyau, qui permet selon cette expression de transformer
toute méthode linéaire qui ne dépendrait uniquement que des distances entre
les différents éléments en une méthode non-linéaire basée sur les noyaux. Ceci
est le cas de la méthode des k-plus-proches-voisins par exemple. Puisque
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pour tout z € X on a k(z,z) = (Ka, kz)u = ||kz||3;, on peut aussi réécrire
I'équation (7)) pour un noyau & valeurs réelles selon

"i(xiyxj) = (HHIZH% + ”H’xj”g-t - H’%l‘z - ’%SL‘JH%—L) :

DO | =

Cette équation montre que le noyau (x;,x;) est une mesure de similitude
entre x; et x;, celle-ci étant 'opposé du carré de la distance entre leurs
images dans l’espace fonctionnel & deux termes additifs prés. Pour le calcul
de I'angle entre deux fonctions noyau k, et ry, il suffit de réécrire le cosinus
de 'angle en termes de noyau selon

<K’ZB'L'7I{-'E]’>H H/(‘Tiyxj)

Il oo 120 /(g z)w(ag, o)

cos(Ky,, Kaj) =

Une fois de plus, le coup du noyau permet d’exprimer une mesure dans H
sans qu’il soit nécessaire d’exhiber les éléments de cet espace.

Transformation unitaire

Bien que l'espace de Hilbert A induit par un noyau reproduisant donné
k soit unique, rien ne s’oppose a I’élaboration d’un tout autre espace muni
du méme produit scalaire. En effet, pour tout opérateur unitaire U de H
vers Hu, le produit scalaire dans ce dernier est

<U/fmiy UK"ZEJ‘>HU = </€xia /{Ij>7‘[7

qui n’est autre que le noyau reproduisant s (x;,x;) = (Ka,,ke;)%. On dit
alors que les espaces H et Hy sont isomorphes, ou encore que le RKHS H
est unique & un isomorphisme prés. Pour plus de détails sur I’équivalence des
espaces induits par le méme noyau, on renvoie le lecteur intéressé vers [Ste02

MNY06.

1.3.2 Théoréme de Représentation

Le coup du noyau offre une interprétation du noyau reproduisant en tant
que produit scalaire, et permet d’élaborer des méthodes non-linéaires a par-
tir d’algorithmes linéaires. Pour que ce principe soit opérationnel, il nécessite
souvent d’étre associé au Théoréme de Représentation. Ce dernier, & usage
multidisciplinaire aujourd’hui, est issu des travaux précurseurs de Kimeldorf
et Wahba dans le domaine de la théorie de "approximation [KWT71, [Wah90].
Plus récemment, il a été repris dans le cadre de la résolution de problémes
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inverses [Kur(04], ainsi qu’en théorie de l'apprentissage [CS02c|. La formu-
lation suivante du Théoréme de Représentation et sa démonstration pour
différents types de fonctions cotits sont principalement dues & Scholkopf et
coll. [SHWOO].

Théoréme 6. Soient X un compact, A, = {(z1,y1),...,(@n,yn)} un en-
semble d’apprentissage donné avec x; € X ’ensemble des données et y; € C
Uensemble des sorties désirées, V' une fonction coit arbitraire et g(-) une
fonction monotone croissante sur R+. Soit H un espace de Hilbert induit
par le noyau Kk défini positif sur X. Toute fonction ¥* € H minimisant la
fonctionnelle de risque régularisée

—ZV (i), y) +n9(I1013), (1.8)

peut s’écrire sous la forme

V() = af k(). (1.9)

Démonstration. Soit H, le sous-espace de H engendré par les fonctions
{k(x1,"),...,K(zp,")}, c'est-a-dire

nZ{TZJGH Zajmznj, ,al,...,ane(]]}.

Toute fonction ¢ de H admet une et une seule décomposition en deux contri-
butions, I'une appartenant a l’espace H,, et 'autre qui lui est orthogonale.
On peut en effet écrire

Y=ty
avec ¢* € H,, et ¢ la composante orthogonale telles que <¢J‘,Hxi>7.¢ =0
pour tout ¢ = 1,...,n. La propriété reproduisante permet d’évaluer ¥ en x;

selon I’expression
1/}(1'7,) = <¢7’%Z‘1‘>H
= Z Q; <"€1‘j > ’%961'>H + WJJ_; "i:ci>7-l

j=1
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Puisque le second terme s’annule par orthogonalité, on obtient ’expression
n
Yla) = k(e ).
i=1

Comme les évaluations de 1 en chaque point de I’ensemble d’apprentissage
ne dépendent que des coefficients {a1, ..., a,}, le risque empirique (L.§]) ne
dépend pas de la composante orthogonale 1. En minimisant ce risque, on
obtient la classe des fonctions équivalentes dans H telle que deux fonctions
1 et ¢ appartiennent & la méme classe si et seulement si ¥(z;) = ¢(x;)
pour tout i = 1,...,n. Il reste & déterminer 1) pour une classe de fonctions
équivalentes donnée afin de minimiser le terme régularisant. Par le théoréme
de Pythagore dans H appliqué & ¢, soit |[¢||3, = [[¢v*[|%, + [[¥F 3, le terme
régularisant g(||¢||3,) dans (L) s’écrit

10130 = 9 (132 a5 i [+ 1045,
=1

Comme g¢(+) est monotone croissante, la fonction qui minimise I’expression
ci-dessus, pour une classe de fonctions équivalentes donnée, doit vérifier
[ 113, = 0. |

L’importance de ce théoréme réside dans I’existence d’une solution unique
4 une fonctionnelle de coiit régularisée, celle-ci pouvant s’exprimer comme
un développement en série fini de fonctions noyau. La minimisation de cette
fonction cott (L8]) se rameéne & un probléme d’optimisation a n dimensions,
celui de la détermination des coefficients optimaux of, ..., o}, € C.

1.4 Exemples de méthodes a noyaux

Pour fixer les idées, nous introduisons ici quelques exemples de méthodes
d’apprentissage statistiques, les Support Vector Machines faisant I'objet du
chapitre suivant. Pour ces méthodes, la fonctionnelle de risque & minimiser
est pénalisée selon le principe de Tikhonov, soit

% > Vi), p) + ng(l¢l3,),
=1

ou H désigne un RKHS de noyau reproduisant donné. Comme évoqué pré-
cédemment, cette régularisation pénalise les variations importantes de la
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fonction . Pour s’en convaincre, il suffit de borner I’évaluation de 1 en tout
point x € X selon

(@) = [0, k) |* < 19117 llkal® = 191 k(= 2), (1.10)

& partir de la propriété reproduisante et de 'inégalité de Cauchy-Schwartz.
En majorant la norme dans un RKHS par ||¢|| < 7, on obtient une borne
supérieure pour les valeurs de cette fonction en tout point de X', avec |1 (x)| <

Mt ou M = \/k(z,x).

Pour une analyse non-supervisée, on cherche a extraire la structure sous-
jacente des observations, ’ensemble d’apprentissage étant constitué de don-
nées non-étiquetées A,, = {z1,...,z,}. Parmi les méthodes existantes, l’ana-
lyse en composantes principales est incontestablement la plus connue. Celle-
ci détermine un jeu d’axes orthogonaux tel que la variance de l’ensemble
d’apprentissage projeté sur celui-ci est maximum. La formulation classique
du probléme consiste & atténuer la contrainte de régularisation dans l'ex-
pression (LL3]), en imposant une norme unité aux axes recherchés, similaire
a la régularisation de type Ivanov [Iva76]. Le premier axe principal s’obtient
alors par maximisation de la fonction cotit [1(x;)|* ot ¥ (z;) = (¥, ke, )n
représente la projection de k,, sur ’axe principal défini par ) dans H. Le
risque empirique & minimiser est alors donné par

1 — N
—;;\wm)\ ,

sous la contrainte de normalisation HwH%{ = 1. Les axes principaux suivants
sont construits & partir de la méme fonction colit tout en étant orthogo-
naux au premier, et entre eux. Dans cette formulation, on a supposé que les
fonctions noyau k,, sont centrées dans ’espace H. Dans le cas contraire, la
fonction cofit s’écrit selon [¢(z;) — L PR P(x;) 2

Dans le cas d’un probléme de discrimination, I’ensemble d’apprentissage
est formé des données z; et de leurs étiquettes y;. La fonction ¢* recherchée
vise & permettre 'identification de I’étiquette a partir d’une donnée. Ceci doit
alors étre vrai ou presque pour tout couple (z;,y;) de 'ensemble d’appren-
tissage, ce qui correspond a la contrainte *(z;) = y;. Pour un probléme de
classification & 2 classes, les étiquettes peuvent étre codées selon y; € {41},
ce qui se traduit alors par la contrainte y;1*(z;) = 1. Ainsi cherche-t-on a
minimiser la fonctionnelle risque suivante

% Zmax(o, 1 —yih(z;)).
i=1
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On retrouve le coiit de la marge diffuse, connue par coiit charniére ou soft
margin en anglais, qui a contribué au succés des Support Vector Machines
(SVM). Le terme de régularisation s’écrit sous la forme n g(||¢[j3,) ou le
paramétre de pénalisation 7 contrdle le compromis entre la complexité de la
solution et ’erreur d’apprentissage.

Plus généralement, on peut s’intéresser au probléme de moindres carrés
correspondant & la minimisation du risque empirique

L3~ b))
i=1

Par l'usage de la pénalisation quadratique Hd}”%, la solution de ce pro-
bléme est obtenue par la résolution d’un systéme linéaire. Différentes tech-
niques & complexité linéaire peuvent étre considérées pour le résoudre, comme
dans [Rif02] ot une technique de gradient conjugué est proposée. Contraire-
ment au cas des SVM esquissé ci-dessus, on montre que la solution dépend de
tous les éléments de I’ensemble d’apprentissage, les coefficients «; du dévelop-
pement en noyau issu du Théoréme de Représentation n’ayant aucune raison
d’étre nuls. Afin d’étre en mesure de répondre a des problémes d’apprentis-
sage en-ligne ol I'on est confronté & un flux de données, il est nécessaire de
se préoccuper de la parcimonie de la solution.
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Chapitre 2

Eléments de la théorie de
I’apprentissage statistique et
Support Vector Machines

Le domaine de la reconnaissance des formes connait une révolution de-
puis le milieu des années 90 avec la théorie de ’apprentissage statistique et
lavénement des Support Vector Machines (SVM) pour la résolution de pro-
blémes de détection, de classification et de régression. Une présentation syn-
thétique de ces éléments est donnée dans ce chapitre. Il est organisé ainsi. On
commence par un rappel sur les fondements de la théorie de ’apprentissage
statistique, plus particuliérement la VC-dimension et les principes de mini-
misation des risques empirique et structurel. Puis on présente 'algorithme
classique des SVM dans les cas de données linéairement et non-linéairement
séparables.

2.1 Introduction

Pour un probléme d’apprentissage donné, les meilleures performances en
généralisation peuvent étre atteintes lorsqu’on trouve un compromis satis-
faisant entre les performances atteintes sur ’ensemble d’apprentissage et la
capacité d’apprentissage de la famille de statistiques considérée. Ce concept
s’est concrétisé par la théorie de 'apprentissage statistique, élaborée au mi-
lieu des années 90 par Vapnik [Vap95| mais dont les premiers éléments re-
montent aux années 70 [VCT1]. Les deux piliers de cette théorie sont les
principes inductifs de la minimisation du risque empirique et du risque struc-
turel. Cette théorie a mis en évidence une nouvelle classe de méthodes d’ap-

23
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prentissage pour la reconnaissance des formes, les Support Vector Machines
[BGV92|. Ces structures, couramment appelées SVM, constituent des so-
lutions & marge maximale entre I’hyperplan séparateur qu’elles définissent
et les échantillons d’un ensemble d’apprentissage. Des considérations fonda-
mentales sur les espaces de Hilbert & noyau reproduisant, regroupées sous le
principe du coup du noyau, leur assure une extension non-linéaire.

On présente dans ce chapitre 'algorithme classique de SVM, comme ini-
tialement proposé dans[BGV92| pour un probléme de classification & deux
classes. Toutefois, il existe une grande variété d’algorithmes selon les ap-
plications envisagées. Parmi ceux-ci, on trouve l'apprentissage a une classe,
avec one class SVM, et les v-SVM. Différents algorithmes de SVM pour les
problémes multi-classes ont été proposés tout au long de la derniére décen-
nie, dont des techniques de types un-contre-tous [Vap95| (et amélioré dans
[Vap98]) et un-contre-un [Kre99]; Voir [Abe03] pour une comparaison des
récentes techniques proposées. On peut aussi citer les travaux de Crammer
et coll. qui proposent un cadre général de codage permettant d’adapter les
algorithmes classiques de SVM au cas multi-classes [CS00] [CS02a]. A l'ex-
ception de [EPMO00|, peu de travaux ont considéré les principes inductifs de
minimisation des risque empirique et structurel afin d’élaborer un algorithme
de SVM multi-classes approprié.

2.2 Eléments de théorie de P'apprentissage statis-
tique

On reprend la théorie de I'apprentissage statistique, en introduisant des
résultats clés sur les capacités et les performances en généralisation des mé-
thodes d’apprentissage. Les éléments de cette section sont principalement
extraits de [Vap95|, Vap98g].

2.2.1 Position du probléme

On rappelle le schéma de 'apprentissage statistique dans le cadre d’un
probléme supervisé. On cherche a déterminer la relation qui lie un espace
d’entrée X a un espace de sortie ). Cette relation, définie par un modéle 1,
minimise le risque réel

R(4) = /X V@) dPy) (2.1)
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avec dP(z,y) = P(x,y)dx dy, et V la fonctionnelle cotit qui vise & pénaliser
Perreur entre la sortie estimée () et celle désirée y. On désigne par ¥*
la fonction minimisant le risque réel (2.I). La résolution de ce probléme
nécessite la connaissance de la distribution de probabilité conjointe P(z,y),
supposée inaccessible. On dispose au lieu de cela d’un ensemble de n couples
échantillonnés aléatoirement selon cette distribution, que 'on désigne par
An = {(z1,11), -, (Tn, yn) }, o (25,9;) € X x Y. A partir de ces données,
on cherche & minimiser le risque empirique

Ra(0) = - S V((wi). i) (22
1=1

La minimisation du risque empirique est un probléme mal-posé, puisqu’il
existe une infinité de fonctions faisant état d’un apprentissage exacte. Tou-
tefois, la plupart de ces fonctions ne déterminent pas les bonnes étiquettes
sur de nouvelles données, pourtant obtenues & partir de la méme distribu-
tion de probabilité P. Pour remédier & cet inconvénient, on a recours & une
restriction du domaine des fonctions candidates. On considére par exemple
des fonctions réguliéres reflétant la régularité du probléme traité. Parmi un
ensemble F de fonctions, on détermine alors la fonction ¢ minimisant le
risque empirique (2.2)), selon

* in R, (1).
(S arg min (¥)

Rien ne garantit que la solution ainsi obtenue, au travers du processus d’ap-
prentissage, ne soit optimale au sens de la minimisation du risque réel (2.1))
dans la famille F des fonctions candidates. L’optimalité dans ce dernier cas
peut s’exprimer selon ’expression

5= in R(¢)).
(0 arg min ()

Les fonctions vy, ¢% et 9™ correspondent respectivement a la fonction
obtenue par un processus d’apprentissage au sein de la famille F, a celle
minimisant le risque réel dans F, et a la fonction optimale au sens de Bayes.
Ces fonctions sont comparées entre elles & partir des risques en question.
En considérant les deux premiéres, on désigne par erreur d’estimation, notée
Flostim, la différence des risques réel et empirique au sein de F, selon

Eestim. = Rn(w:;) - J)Ielg__R(w)
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Cette erreur dépend de I'ensemble d’apprentissage et du processus d’appren-
tissage, ainsi que de F. D’autre part, en considérant les deux derniéres, on
obtient I'erreur d’approximation, Fapprox., définie par

Eapprox. = leIGlg: R(w) - R(w*)
Ne dépendant que du choix de F, elle détermine la difficulté d’approximer
le modéle optimal * & partir de cet ensemble de fonctions. En combinant

les deux erreurs, I’erreur d’estimation et I’erreur d’approximation, on obtient
Perreur dite de modélisation définie selon I'expression

Emodél. = Eestim. + Eapprox. = Rn(¢:) - R(¢*)

On illustre a la Figure 2] les différentes sources d’erreur induites par une
procédure d’apprentissage visant & minimiser le risque empirique sur un en-
semble d’apprentissage, en considérant une famille F de fonctions candidates.
La minimisation de I'erreur de modélisation fait intervenir deux termes anta-
gonistes, Festim. €t Eapprox. - Afin de diminuer la premiére, on a recours a une
famille F plus riche en augmentant le nombre de fonctions candidates, au dé-
triment de la seconde. Réciproquement, I'usage d’une famille F plus réduite
entraine une diminution de Fegim. tandis que Eapprox. croit. Ce phénomeéne
n’est autre que le fameux compromis biais-variance.

établie par les travaux précurseurs de Vapnik et Chervonenkis [VCTI],
la théorie de I'apprentissage statistique visent & traiter ce compromis en
considérant deux problémes. Dans un premier temps, la famille de modéles
étant fixée, I’étude concerne la convergence uniforme du risque empirique
vers le risque le plus proche du risque réel pour ces fonctions candidates.
Il s’agit du principe inductif de minimisation du risque empirique. Dans un
second temps, la question du choix de la famille de modeéles est alors posée.
La sélection de la famille optimale est alors considérée en recherchant le
meilleur compromis possible. Il s’agit du principe inductif de minimisation
du risque structurel.

2.2.2 Dimension de Vapnik-Chervonenkis

La dimension de Vapnik-Chervonenkis, ou encore VC-dimension, d’une
famille de fonctions est une mesure de sa capacité d’apprentissage. Soit F
une famille de fonctions définies sur X.

Définition 7 (VC-dimension). La dimension h de Vapnik-Chervonenkis
d’une famille F donnée est le plus grand nombre d’éléments de ’ensemble
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R(y™)
(infy R(¢))

Eapprox.

Eestim.

FIGURE 2.1 — Représentation schématique des différentes erreurs dues a la
minimisation du risque empirique sur un ensemble F de fonctions.

des réalisations X dont les fonctions de F peuvent réaliser toutes les 2 di-
chotomies.

Le sens d’une dichotomie est naturel pour une famille de fonctions a va-
leur binaire, soit {0,1} dans le cas d’une famille de détecteurs, ou encore
{=1,+1} pour une classification. Cette dichotomie s’étend aisément aux fa-
milles de fonctions & valeurs réelles, au sens suivant : pour toute partition
de l'espace des réalisations, Xy U X_ = X, il existe au moins une fonction %
de F telle que 'hypotheése 1(x) zif 0 est vérifiée pour tout z € X. Il faut
toutefois noter que cette expression est souvent considérée en remplagant le
seuil 0 par un seuil arbitraire.

Bien avant les développements proposés par Vapnik et Chervonen-
kis [VCT1], lintérét d’'une caractérisation de la capacité d’apprentissage
d’une famille de classifieurs a été souligné par Cover dans le cadre des dis-
criminants linéaires [Cov65|. Afin d’illustrer la notion de VC-dimension, on
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s’intéresse précisément a présent a celle des discriminants linéaires dans l’es-
pace R!, en commencant par [ = 1 et [ = 2. Dans R, toute fonction ap-
partenant & F est de la forme ¢(z) = wz + wo. Comme illustré a la Fi-
gure (a), deux points {x1,z2} peuvent étre discriminés par des fonctions
de F, en réalisant toutes les dichotomies que 'on représente sous forme
de couples {}/{z1,z2}, {x1}/{z2}, {x2}/{z1},{z1,22}/{}. Cependant, pour
trois points {x1, 22,73} on ne peut pas obtenir les 23 dichotomies comme
le montre la Figure (b) avec le couple {x1,z3}/{x2}. On dit alors que
les discriminants linéaires de IR admettent une VC-dimension égale a 2. En
considérant IR?, on peut avoir que toutes les dichotomies de 3 points peuvent
étre réalisées comme cela est présenté en Figure[2.2(¢). Il n’en est en revanche
pas de méme pour 4 points, la dichotomie {z1,x4}/{x2,x3} étant impossible
a obtenir comme le montre la Figure (d). La VC-dimension des discrimi-
nants linéaires de R? est donc égale a 3. On peut étendre aisément ce résultat
a R!, ou 'ensemble des discriminants linéaires ¢(z) = (w, z)x + wy admet
une VC-dimension égale a [+ 1. Bien que la VC-dimension des discriminants
linéaires corresponde au nombre de paramétres libres, cette analogie n’est
pas vraie dans le cas général comme illustré par plusieurs contre-exemples
dans [Vap95|.

2.2.3 Principe de minimisation du risque empirique

La pertinence de la substitution du risque réel par le risque empirique
est donné par le principe de minimisation du risque empirique. Le théoréme
suivant est un résultat clé de la théorie de 'apprentissage.

Théoréme 8. Soit F une famille de fonctions 1. Le principe de minimisa-
tion du risque empirique est consistant si et seulement si le Tisque empirique
converge uniformément vers le risque réel au sens probabiliste suivant :

P(sup{R(¢)) = Rp(¢)} > €) — 0

we}- n—o0
pour tout € > 0.

En pratique, on ne peut pas invoquer ce théoréme puisqu’il fait appel a
la distribution de probabilité inconnue P(x,y) dans le calcul du risque réel
R. La théorie de 'apprentissage statistique offre non seulement un résultat
qualitatif sur la convergence uniforme du risque empirique vers le risque
réel pour tout un ensemble des fonctions candidates, mais aussi des bornes
explicites sur la vitesse de convergence de I'expression du Théoréme [l De
plus, on montre qu’il existe une borne dite universelle ne dépendant pas
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FIGURE 2.2 — Détermination de la VC-dimension des discriminants linéaires,
de R (premiére ligne) et R? (deuxiéme ligne).

de la distribution de probabilité des données. Plus encore, il est possible
de démontrer que la borne suivante est satisfaite pour toute famille F de
fonctions & VC-dimension h :

P(sup{R(1)) — Ra()} > €) < 4(2en/h)" o™/, (23)
PeF

pour tout € > 0. Ce résultat permet de préciser le principe de minimisa-
tion du risque empirique présenté au Théoréme B Avec une VC-dimension
finie, la convergence uniforme est alors satisfaite, et le principe de minimi-
sation du risque empirique est consistant. Il s’avére que cette condition est
également nécessaire. Ce résultat, valable pour toute famille de fonctions,
constitue une généralisation des bornes proposées séparément par Kolmo-
gorov et Smirnov, largement répandues en statistique classique. Ces bornes
classiques sont de plus valables asymptotiquement, comparées & ’expression
23) qui est satisfaite pour un nombre fini d’observations. Vapnik énonce
dans [Vap95] d’autres inégalités, comme par exemple une borne supérieure
sur I’écart entre les risques empirique et réel. Depuis sa formulation originelle,
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plusieurs travaux ont revisité expression (2.3]), en proposant des bornes de
plus en plus fines. On pourra se référer a [Vay00| pour un apercu sur ces
différentes améliorations, dont

P(sup{R(1)) — Ry(1)} > €) < 4(2en/h)" e e,
YeF

(2.4)

A partir de l'expression (2.4)), il est possible de déduire un intervalle de
confiance liant les risques empirique et réel pour un fonction appartenant a
famille F donnée. Le résultat est donné dans le théoréme suivant.

Théoréme 9. Pour toute fonction i appartenant & une famille F, l'inégalité
sutvante est satisfaite avec une probabilité au moins égale 4 1 — €

R()) < Ry () + C(h,n,e€), (2.5)

ou C' désigne la largeur de l'intervalle de confiance qui dépend de la taille de
l’ensemble d’apprentissage n, de la VC-dimension h de F, et du niveau de
confiance accordé €, vérifiant [’expression

1
C(h,n,e) = \/% <1 - log2%> - ElOgi (2.6)

Pour les faibles valeurs du quotient h/n, la largeur C' de l'intervalle de
confiance est proche de zero, signifiant que le risque empirique R, (1) tend
vers le risque réel R(1). Il s’agit 1a de I'essence méme de ce principe d’induc-
tion. En revanche, pour les valeurs de h/n élevées (proche de 1), la largeur

de l'intervalle de confiance est considérable, et R, (1)) ne permet plus une
bonne estimation de R(1). Le compromis entre ces deux quantités est étudié
par le principe de minimisation du risque structurel.

2.2.4 Principe de minimisation du risque structurel

Le principe de minimisation du risque empirique incite & la minimisation
de celui-ci & tout prix. Toutefois, rien ne garantit que les performances at-
teintes soient proches du risque optimal, au sens de Bayes. Un controle de
la capacité en généralisation est souvent nécessaire. Ceci est en particulier
indispensable pour les ensembles d’apprentissage de faible taille ayant un
quotient h/n supérieur & 5%, ou ce quotient correspond a la VC-dimension
rapportée par donnée d’apprentissage. Dans ce paragraphe, on présente le
principe inductif pour contrdler la capacité en généralisation, en controlant
la VC-dimension du modéle. C’est le principe de minimisation du risque
structurel.



2.2. THEORIE DE L’APPRENTISSAGE STATISTIQUE 31

Borne sur R(%))
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h1 h* hp VC-dimension

fk;

FIGURE 2.3 — Représentation schématique du principe de minimisation du
risque structurel.

Le Théoréme [ détermine une borne supérieure sur le risque réel pour
toute fonction d’une famille donnée F, avec une probabilité au moins égale a
1 — €. La borne supérieure fait intervenir deux termes antagonistes, le risque
empirique R, et la largeur de l'intervalle de confiance C'. étant donné un
ensemble d’apprentissage, la VC-dimension du modéle permet de controler ce
compromis comme préconisé par Vapnik avec le principe de minimisation du
risque structurel. Pour cela, au lieu d’envisager une seule famille de fonctions,
on considére une séquence de plusieurs familles Fj, imbriquées, selon

FiCFC...CF,C...,

en tenant compte de certaines contraintes techniques énoncées dans [Vap95].
Un exemple particulier d’une telle structure correspond aux familles Fy de
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fonctions polynomiales de degré k. En notant hj la VC-dimension supposée
finie associée a F, on peut alors déduire que

hi<hy<...<hp<....

Cette séquence croissante des VC-dimensions a deux conséquences indisso-
ciables. On a d’une part une séquence décroissante de risques empiriques
correspondant & la fonction optimale de chaque famille, soit

inf R,(¢)> inf R,(x)>...> inf R,(¢)>....
o (¥) > ot (¥) Jnf (¥)

D’autre part, on a une séquence croissante du terme relatif & l'intervalle de
confiance dans (2.5) tel que

C(hbnve) < C(h27n7 E) <.. ‘C(hk7n7 E) <

En représentant ces résultats sur la Figure 23] on résume le principe de
minimisation du risque structurel par les deux étapes suivantes :

1. Pour chaque famille Fj, déterminer la fonction optimale minimisant
I’erreur empirique
* - =arg min R .
¢n,}—k gd}E]:k n('l,b)

2. Parmi toutes les fonctions optimales obtenues, opter pour celle garan-
tissant la borne supérieure R, (¢ ]_-k) + C(hg,n,€) la plus favorable,

W = arg min{ R (Y, 7, ) + Clhx, n, €)}-

La viabilité théorique de ce principe se heurte a quelques difficultés lors de
sa mise en ceuvre. Parmi celles-ci, notons la nécessité de connaitre la VC-
dimension des familles . De plus, en élaborant un résultat indépendamment
de la distribution de probabilité conjointe P(z,y), le Théoréme [0 propose
une borne supérieure souvent surestimée. Afin de pallier ces inconvénients,
des techniques de validation croisée ou de ré-échantillonnage sont souvent
considérées, comme étudié par exemple dans [SBSS99| pour les SVM.

2.3 Support vector machines

Au paragraphe précédent, on a posé les fondations de la théorie de 'ap-
prentissage statistique & partir du concept de VC-dimension. Ce paragraphe
est dédié a la mise en ceuvre de ce cadre théorique a l'aide des SVM. Le
critére considéré correspond a la maximisation de la marge entre ’hyperplan
séparateur recherché et les éléments de chaque classe de ’ensemble d’appren-
tissage, comme illustré a la Figure 241
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2.3.1 VC-dimension et discrimination linéaire

Depuis leur introduction au début des années 90 dans [BGV92], les SVM
ont permis des avancées considérables en reconnaissance des formes, d’une
part avec des propriétés de généralisation soutenues par la théorie de 1'ap-
prentissage statistique, et d’autre part avec des algorithmes sans cesse plus
performants grace & 'usage du coup du noyau et I’évolution des techniques
d’optimisation.

Soit A, un ensemble d’apprentissage de n données x; € X, avec leurs
étiquettes y; = +1. En supposant que ces données sont linéairement sépa-
rables, il existe alors une infinité d’hyperplans séparateurs définis par des
expressions de la forme ¢(z) = (w,x)x + wp telles que y;p(x;) > 1. On
désigne par Fs 'ensemble des hyperplans séparateurs distants d’au moins §
des éléments des deux classes, soit

Fs ={1() = (w, )x +wo : [¥(z)] > 1, [Jw] < 1/4}.
Le théoréme suivant est dit & Vapnik [Vap82].

Théoréme 10. La VC-dimension hx; de la famille Fs est bornée selon la
relation

R2
hr, < min{ﬁ,l} +1,

ou les données d’apprentissage sont contenues dans une boule de rayon R
centrée sur l’origine.

Ce théoréme permet la construction d’une séquence de familles imbri-
quées selon F5 C ... C Fs,, obtenue en considérant différentes valeurs de
largeurs de marge regroupées par ordre décroissant. On peut alors obtenir
de bonnes propriétés de généralisation en considérant la marge optimale, a
partir du principe de la minimisation du risque structurel évoqué a la section
précédente.

2.3.2 Cas de données linéairement séparables

Soit A, = {(z1,%1),---,(%n,yn)} un ensemble d’apprentissage de don-
nées linéairement séparables, représentées par z; € X, avec leurs étiquettes
y; = £1. Un hyperplan est défini dans cet espace par w et wg selon 'expres-
sion (w, x)y +wo = 0. La distance d’un élément z; & cet hyperplan est alors
donnée par
{w, z;) ¥ + wo

[l

5 = (2.7)
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FIGURE 2.4 — Schéma d’un séparateur avec les différentes quantités associées
aux SVM. Les support vectors sont identifiés par des cercles

Afin de construire un hyperplan séparateur, on contraint la solution recher-
chée en imposant
Z:Hlnnn [{w, ;) x + wo| = 1.
Celle-ci se traduit par les inégalités suivantes
<’w,l‘i>x 4wy > +1, si y; =41
(w,zj)x +wo < -1, si y;=—-1

En arrangeant ces relations, on obtient pour tout ¢ = 1,...,n la contrainte
yi((w, x) ¥ +wo) > 1. (2.8)

En combinant cette derniére avec ’expression (2.9]), on obtient une contrainte
sur la distance des éléments de l'ensemble d’apprentissage de 1'hyperplan
séparateur, selon
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pour tout ¢ = 1,...,n. Par conséquent, I'hyperplan optimal au sens de la
marge maximale est donné par la minimisation de ||w||* sous la contrainte
(2.8). Par I'usage de ce critére convexe, soumis a des contraintes linéaires, la
solution optimale est obtenue par le point selle du Lagrangien donné par

n

1
S[lw|* = ai(yi((w, zi) x +wo) — 1), (2.10)
2
i=1
ol aq,...,qp, > 0 désignent les multiplicateurs de Lagrange. Ce point-selle

correspond a ’annulation des dérivées partielles par rapport aux différentes
variables recherchées et aux multiplicateurs de Lagrange. L’optimalité de
ceux-ci étant désignée par w*, wg et o, on aboutit alors aux conditions
suivantes :

n
w* =" afyix (2.11)
=1

D aiyi=0 (2.12)
=1

En injectant ces deux résultats dans lexpression du Lagrangien (2.I0)), le
probléme d’optimisation se traduit alors par la maximisation de la forme
duale du Lagrangien

n n
1
§ 1 o — 2 E laiajyiyj <$i7$j>2(a (2-13)
1= ©,J]=

sous la contrainte ). ; a;y; = 0, ainsi que la positivité des multiplicateurs
de Lagrange ;. On sait que les coefficients ainsi obtenus vérifient la condition
de Kiithn-Tucker

o (yi((w, zi) x +wo) — 1) =0, (2.14)
pour i = 1,...,n. En conséquence, seules les données x; satisfaisant ’égalité
dans la contrainte (2.8), v;({(w,z;)x + wp) = 1, admettent des multiplica-
teurs de Lagrange «; non-nuls. Ces données vérifient §; = 1, ce qui signifie
qu’il n’existe pas de donnée plus proche de 'hyperplan optimal que x;. De
tels échantillons sont appelés support vectors puisqu’ils définissent a eux seuls
I'hyperplan optimal, caractérisé par w* et wg. Le premier est donné par I'ex-
pression (2.I1]), les échantillons correspondant & «; non-nul n’y contribuant
pas. Le second paramétre w( permet de situer I'hyperplan & mi-distance des
deux classes. On exprime alors le seuil selon

1

wg = §(<w*7$j>x + <w*,l‘k>/\/),
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ou z; et xj désignent deux support vectors appartenant & deux classes diffé-
rentes. Plus généralement, les support vectors regroupent l'information dis-
criminante de I’ensemble d’apprentissage. Les autres échantillons pourraient
étre retirés de ce dernier et la répétition de I’algorithme & partir des support
vectors uniquement produirait le méme hyperplan optimal.

Quelques avantages de approche SVM

Les support vectors contribuent & ’attrait pour les SVM en raison du
caractére parcimonieux des solutions obtenues. Ceci est dii au critére de
maximisation de la marge, qui a par ailleurs d’autres effets positifs pour
I’approche SVM. On a d’une part un probléme d’optimisation quadratique,
n’admettant donc pas de minima local mais une solution unique si la matrice
formée par les quantités y;y;(z;, ;) est de rang plein. D’autre part, le résul-
tat obtenu est relativement robuste aux faibles variations des paramétres en
question. Ces avantages constituent autant d’avancées considérables pour les
méthodes de reconnaissance des formes classiques. L’approche des réseaux
de neurones par exemple nécessite la résolution d’'un probléme d’optimisa-
tion admettant des optimum locaux. De plus, la parcimonie de la solution
nécessite une étape supplémentaire d’élagage. Au-dela de ces propriétés in-
téressantes, on rappelle que la maximisation de la marge est motivée par le
principe de minimisation du risque structurel. Celui-ci correspond & la re-
cherche d’un compromis entre I’erreur empirique et la richesse de I’ensemble
des fonctions candidates, comme illustré a la Figure 23l Les deux classes
étant linéairement séparables, on se restreint & l’ensemble des hyperplans
séparateurs, produisant donc une erreur empirique nulle. Parmi ceux-ci, on
cherche celui avec les meilleurs propriétés de généralisation, mesurée par une
faible VC-dimension conformément au Théoréme

Plus généralement, le principe de minimisation du risque structurel s’ap-
plique dans le cas de classes non-linéairement séparables. La mise en ceuvre
des SVM pour ce type de problémes est traité dans la section suivante.

2.3.3 Cas de classes non-linéairement séparables

Précédemment, on s’est restreint aux problémes ot les données d’appren-
tissage sont linéairement séparables. Ceci n’est pas le cas en général. On peut
toutefois considérer un hyperplan séparant les deux classes en question, en
tolérant des erreurs de classification sur certains échantillons. L’erreur de
classification de I’échantillon x; est quantifiée par les variables positives de
pénalisation &;, dites slack variables ou variables de relaxation, ce qui permet
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de généraliser les contraintes dans (2.8)) ainsi

yil{w, zi)x +wo) > 1 =&, (2.15)

pour tout ¢ =1,...,n, avec &1, ...,&, > 0. La minimisation de l'erreur totale
>, &, combinée avec le critére de la la marge, correspond a la minimisation
du critére .
Sl +C 3¢
=1
sous les contraintes (IZZIE) avec C' un paramétre permettant une pondération
relative des deux termes antagonistes : une solution trés réguliére est obtenue
pour C = 0 tandis qu’on aboutit & une classification parfaite pour C' = oo.
En d’autres termes, il s’agit d’'un paramétre de régularisation permettant un
controle supplémentaire de la capacité du classifieur résultant. On retrouve la
méme formulation que celle de la théorie de la régularisation selon Tikhonov
présentée dans la Section [L1.2] avec n =1/C.

La solution de ce probléme d’optimisation avec contraintes est donnée
par le point selle du Lagrangien

n

gl + €306 =D ot m-+wo) 1 +6) Zﬁzﬁu

1=1

«; et B; désignant les multiplicateurs de Lagrange. La minimisation du La-
grangien par rapport & w, wy et les & produit les conditions suivantes :

n
*
= E & Yili
i=1
n
E ajy; =0
i=1

af + 87 =
Le probléme dual est alors obtenu en injectant ces expressions dans la forme
primaire, et la solution est donnée par

n

1
a= argmln— Z 0G5y (Ti, ) x Zal, (2.16)
i,5=1

sous les contraintes
OEQZEC izl,...,n
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n
Z a;y; = 0.
=1

La résolution de ce probléme est similaire & celle obtenue dans le cas de
classes linéairement séparables, avec une contrainte supplémentaire sur les
(670

2.4 SVM dans un RKHS

Les différentes expressions montrent que la méthode présentée dans les
Sections et 2.3.3] se préte aisément & une généralisation dans un espace
transformé & noyau reproduisant. On considére le noyau reproduisant x et
I’espace de Hilbert associé H, I’échantillon z; est alors représenté dans cet
espace par Kg,, et le produit scalaire est désigné par k(x;,x;), pour tout
xj,xj € X. La forme duale du Lagrangien dans (2.I3]) ou (2.I6), s’écrit alors

n n

1
E 1 =5 g ;oYY k(X 25), (2.17)
1=

1,7=1

sous des contraintes inchangées. La résolution de ce probléme d’optimisation
avec contrainte détermine les multiplicateurs de Lagrange, et par conséquent
I’hyperplan optimal dans I’espace fonctionnel H, défini par les paramétres

n
i=1
et le seuil par
1 n
wh = 3 2 gy, (/{(mi, xj) + k(s xk)), (2.19)
1=

ou x; et x) désignent deux support vectors appartenant a deux classes diffé-
rentes. On retrouve les effets du Théoréme de Représentation dans 'expres-
sion de w*, et ceux de la propriété reproduisante dans I’expression du seuil.
La régle de décision consiste & comparer la statistique (w*, k)3 au seuil wg,
soit

Hlln

2 2 Z oy yi k(@i 25) + K(xi, ay)).
Ho <55

Aw) =) afyin(, z)
i=1

L’évaluation de la régle de décision ne nécessite a aucun moment d’exhiber
I’espace de représentation H, ni les fonctions noyau de ’ensemble de données
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(©)

FIGURE 2.5 — Résultat obtenu par les SVM pour la résolution du probléme
de classification de deux classes sous forme de spirales enroulées 'une autour
de lautre.

disponibles, une fois que leur produit scalaire est connu. Afin d’illustrer 'effi-
cacité des SVM avec un noyau reproduisant non-linéaire, on considére le pro-
bléme classique de classification de deux classes prenant la forme de spirales
enroulées 'une autour de 'autre, voir Figure[Z5] (a). Un classifieur linéaire ne
peut évidemment pas mener & une discrimination satisfaisante. On considére
alors le noyau Gaussien, défini par k(z;, ;) = exp(—||lz; — x;||?/202) o oy
est le parameétre de largeur de bande. Comme illustré a la Figure 2.5 (b) — (¢),
ce noyau permet une discrimination entre les deux classes.
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42 ANNEXE A. NOYAUX (REPRODUISANTS) CLASSIQUES

Annexe A

Noyaux (reproduisants)

classiques

Noyau ! Expression mathématique

«. | monomial ({4, 24))P

§ polynomial (c+ (@i, zj))P

g polynomial de Vovk %

~ | polynomial inifini (1 — (@4, 25))7?

% exponentiel exp((z;, z)/20?)

Z. | sigmoide (perceptron) tanh((x;, x;)/0 + ¢)
Gaussien exp(—||zi — x;]|?/20?)
Laplacien exp(—||z; — x| /20%)
multiquadrique (|z; — x5 4 c)1/?

multiquadrique inverse
splines (thin plate)
splines log (thin plate)
B-splines sur R
trigonométrique
polynomial sur R
de Fourier sur IR
(régularisation faible)
de Fourier sur IR
(régularisation forte)
Anova 1

Noyau radial

quadratique rationnel

(i — @] 4 ¢2)~1/2
ll; — a2+
s — x;]1*" log(|zs — ;1)
Bops1(xi — )

sin(d+1/2)(z;—x;)
sin(x;—x;)/2
cosh molmizegl
a0y
2v  sinhw/y
1—+2
2(1—2v cos(z;—z;)+72)
(S exp((@i (k) —;(k))20))

1 izl
etz P

. . s . o2
circulaire sur IR? 2 arccos 1Tzl _ 2 lzi—=zil [y llei—zjl
T 2 s [ 02
o o e\ 3
sphérique sur R3 13 1zl +%(”%9*J”)
3 .
OndeIR, ——Ssin ||x;, — x; 9
iz i e — 2/

1. Certains noyaux ne sont pas définis positifs que pour des valeurs particuliéres de

leurs paramétres, comme c’est le cas de la fonction sigmoide.
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44 ANNEXE B. METHODES A NOYAUX LES PLUS CONNUES

Annexe B

Méthodes a noyaux les plus

connues

Régression logistique (& noyaux)
Import Vector Machine [ZH02]
v-SVM [KSW04]

Algorithme Fonction cott V(¢ (x;), y:)
2 | Estimation de densité [Vap95| —log (¥ (x;))
§ Analyse en composantes principales [VTS04] —|v () /1113,
g | Projection pursuit [Sun98| skewness{1(z;)}, kurtosis{¢(x;)},
7 entropie{¢)(x;)}, ...
§ | Variétés principales régularisées [SWMS99]
“ | Detection de nouveauté (v-SVM) [KSW04,, [SWST00] max{p — ¥(x;),0} —vp
3 Régression ridge [SGVI8, HTEOI] (yi — ¥(x:))?
§ Least square support vector machine [SV99, ISGBT02| | (y; — ¥(x;))?
w | Regularized least square classification [CB04, [Rif02] (y; — ()2
,% Réseaux de régularisation [EPP99] (yi — ¥(x:))?
-g Proximal support vector machine [FMOI] (y; — ¥(x;))?
= | Moindres carrés modifiés [Zha04] max{y; — ¥(x;),0}

Support Vector Regression [Vap95|

e-insensitive max{|y; — ¥ (z;)| — €0}

. e-insensitive quadratique max{\y, V()| —€,0}2
-% Régression en quantile [TLSS06] T(yi — (i) S% yi > P(x;)
t (r — 1)(5: — () sinon
2 AdaBoost [Vap95, [HTFOI] exp(—y;¥(x;))

Régression robuste de Huber [Hub81l [Vap95| Ly — (i) sty — ()] < 2€

ly; — ¥(x;)| — € sinon

Support Vector Classification : [Vap95|
o Marge dure (indicateur) Ly
% Mal-classification (indicateur) Ly
e Marge diffuse (hinge) max{l — y;¢(x;),0}
7 Marge diffuse (mal-classification) max{—y;¢(z;),0}
g Marge diffuse (hinge) quadratique max{1 — y;1(;),0}>

log (1 + exp(—yi1(z:)))
yitp(zi) — log(1 + exp(y(x;)))
max{p — yi(x:),0} —vp
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