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Rappels de probabilités

Chapitre -1
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Le modele probabiliste
Espace probabilisable

Vocabulaire probabiliste.
@ Expérience aléatoire : expérience dont le résultat est imprévisible
@ Espace fondamental : ensemble des résultats possibles, noté Q2
o Evénement élémentaire : élément de
°

Evénement : assertion logique relative au résultat d'une expérience

Exemple. Deux jets successifs d'une piece de monnaie.
@ espace fondamental : Q = {(0,0); (0,1); (1,0); (1,1)}
@ événement élémentaire : “obtenir deux faces”, soit {(1,1)}

@ événement : “obtenir au moins une face”, soit {(0,1);(1,0);(1,1)}
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Le modele probabiliste
Espace probabilisable

[ notation |

ensembliste

probabiliste

w
A
weA
ACB
AUB
ANB

[ORSINN

point de
sous-ensemble de 2
w appartient a A
A est contenu dans B
réunion de A et B
intersection de A et B
complémentaire de A
ensemble vide
ensemble plein

événement élémentaire
événement
w réalise A
A implique B
Aou B
AetB
contraire de A
événement impossible
événement certain

TABLE : Correspondance entre les vocabulaires ensembliste et probabiliste.
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Le modele probabiliste
Espace probabilisable

Définition

Deux événements A et B sont incompatibles si la réalisation de I'un exclut celle de
I'autre. Ceci signifie que les parties A et B de €} sont disjointes, c’est-a-dire :
ANB=0.

Définition
On dit que A1, Ag, ..., Ay, forment un systéme complet d’événements si les parties
A1, As, ..., Ay de Q forment une partition de I'espace fondamental :

AiﬂAjZ(Z), Vi # j
UA; = Q.




Le modele probabiliste
Espace probabilisable

Tout événement peut se voir associé a un sous-ensemble de Q.
Qu’en est-il de la réciproque ?

On suppose que |'ensemble des événements est une classe A de parties de Q. Il est
naturel d'exiger

e Qe A

e Ac A= AcA

@ si A; est un ensemble d'événements de A, alors UA; € A

Une telle classe est appelée tribu ou o-algebre de Boole

Définition

On appelle espace probabilisable le couple (2, A), ou A constitue une tribu de parties
de Q.
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Le modele probabiliste

Espace probabilisé

La notion de probabilité a pour objectif de mesurer la chance qu'un événement a de se
produire lors d’une expérience aléatoire, en lui associant un nombre réel de [0, 1].

Définition

(82, A) étant un espace probabilisable, on appelle probabilité sur (2, A), toute
application P définie sur A a valeurs dans [0, 1] vérifiant les conditions suivantes :

e P(Q)=1;
@ pour tout ensemble dénombrable d’événements incompatibles {A;}, on a la
relation P (UA;) = > P(4;).
Le triplet (2, A, P) est appelé espace probabilisé.




Le modele probabiliste

Probabilité conditionnelle, formules de Bayes

On considére la réalisation de A, sachant que B s’est produit.

Définition

B étant un événement de probabilité non nulle, on appelle probabilité conditionnelle
de A sachant B le rapport
P(ANB)

P(AIB) = =5

ANB
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Le modele probabiliste

Probabilité conditionnelle, formules de Bayes

Les relations de Bayes, qui visent & exprimer la probabilité conditionnelle P(A|B) en
fonction de P(B|A), se déduisent directement de la définition précédente.

Théoreme
Pour tout couple d'événements A et B, on a

P(A|B) P(B

p(B|A) — PAIB) P(B)
P(A)
v

Si B1, B2, ..., By forment un systeme complet d'événements, alors

P(A|B;) P(B;

2_; P(A|B;) P(Bj)




Le modele probabiliste

Indépendance d'événements

On dit qu'un événement A est indépendant d'un événement B si |'information
apportée sur B par A est nulle, c'est-a-dire P(A|B) = P(A).

Définition

Deux événements A et B sont indépendants si

P(AN B) = P(A) P(B).

Cette définition peut étre aisément étendue au cas de n événements.

Définition
Soient A1, Aa,...,An des événements. Ils sont dits mutuellement indépendants si,
pour toute partie I de {1,...,n}, on a

P A | =]]P).

i€l i€l
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Variables aléatoires et lois de probabilité

Approche intuitive

Lorsqu’on s’intéresse a la somme des points marqués a la suite du lancé de deux dés,
on définit implicitement une application X de |'espace fondamental

Q={(1,1),(1,2),...,(6,6)}

dans I'ensemble Q' = {2,3,...,12}. Le concept de variable aléatoire vise précisément
a formaliser cette notion consistant a associer le résultat d'une expérience aléatoire a
un nombre.



Variables aléatoires et lois de probabilité

definition

Définition
Une variable aléatoire X est une application mesurable de (2, A, P) dans (', B),
c’est 3 dire telle que VB € B, X~ 1(B) € A.

@ Si Q' =R, X est appelée variable aléatoire réelle.

@ Si Q' est un sous-ensemble V fini ou dénombrable de R, X est appelée variable
aléatoire réelle discréte.

(Q,7vax)

(Q,A, P)
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Variables aléatoires et lois de probabilité

Variables aléatoires discretes

Définition

La loi de probabilité d’une variable aléatoire discrete a valeurs dans X (Q2) est définie
par I'ensemble des masses p(z) = P(X = z), z € X(Q).

La loi de probabilité p(z) vérifie les propriétés suivantes
o p(z) >0
o>, plx)=1
e Px(B) = ZEEBp(:c), VBeB
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Variables aléatoires et lois de probabilité

Variables aléatoires continues

La notion de variable aléatoire absolument continue se confond avec celle de variable
aléatoire admettant une densité de probabilité.

Définition

Une variable aléatoire réelle X admet pour densité f si, pour tout intervalle B de R,
ona:

Px(B) = /B f(x) da.

Parmi les propriétés satisfaites par toute densité de probabilité f, on peut citer :
o f(z) >0
o [gflx)de=1
o Pz < X <z +dr) = f(z)dx
o P(X=2)=0



Variables aléatoires et lois de probabilité

Espérance mathématique

Définition

L’espérance E(X) d’une variable aléatoire discréte a valeurs dans X () est donnée
par la relation suivante

E(X) = Z z P(X =),

zeX ()

sous réserve de convergence de cette série.

Définition

L’espérance E(X) d’une variable aléatoire continue admettant une densité f est
définie par

B(X) = /R z f(x) da,

sous réserve de convergence de cette intégrale.




Variables aléatoires et lois de probabilité

Propriété fondamentale de |'espérance mathématique

Le théoréme suivant présente |'expression de |'espérance mathématique d'une fonction
¢ d'une variable aléatoire X.

|

Théoreme

Soit ¢ une application de R dans R. Si X désigne une variable aléatoire discréte a
valeurs dans X (2) et de loi p, alors :

E(¢(X) = Y ¢@)p(=).

zEX ()

Si X désigne une variable aléatoire continue de densité f, alors :

E($(X)) /¢ ) f(w) d
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Variables aléatoires et lois de probabilité

Variance

La variance d'une variable aléatoire réelle X, notée var(X) ou o?

, caractérise sa
dispersion autour de son espérance. Elle est définie comme suit.

Définition

La variance var(X) d’une variable aléatoire est définie, si elle existe, par la relation :

var(X) = E([X — E(X)]?).

Les propriétés élémentaires qu'elle vérifie sont les suivantes :
e E([X —a)?) = var(X) + [E(X) — a]?
e var(X) = E(X?) — [E(X))?
o var(aX 4+ b) = a? var(X)
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Vecteurs aléatoires

Loi jointe et lois marginales

Un vecteur aléatoire X est une application mesurable de (2, .4, P) dans (¥, B, Px),
ol 2 représente RP, ou toute partie de RP.

La loi de probabilité du vecteur aléatoire (X,Y’) est généralement appelée loi jointe.
Elle est donnée par

Pxy(B) = P({w|(X(w),Y(w)) € B}).

On désigne par lois marginales les lois de X et de Y considérés séparément.

18 /181



Vecteurs aléatoires discrets

Loi jointe et lois marginales

Définition

La loi jointe d’un vecteur aléatoire discret a valeurs dans V (Q2) est entiérement définie
par I'ensemble des valeurs

pxy(z,y) = P(X =xz;Y =y),

prises pour tous les couples (z,y) de V(Q).

Les lois marginales de X et de Y sont respectivement définies par :

@ px(x) = Z pxy (z,y) ou Vy est le domaine de variation de Y;
yeVy

9 py(y) = Z pxy (z,y) ou Vx est le domaine de variation de X.
zEVy
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Vecteurs aléatoires continus

Loi jointe et lois marginales

Comme dans le cas des variables aléatoires, la notion de vecteur aléatoire continu se
confond avec celle de vecteur aléatoire admettant une densité de probabilité jointe.

Définition

Un vecteur aléatoire réel (X,Y’) admet pour densité jointe fx y si, pour tout
ensemble Vx x V3 de R?, on a :

PXeVx;YeW)= / Ixy (z,y) dz dy.
Vx xVy

Les lois marginales de X et de Y sont respectivement données par
o fx (@) = [ er fxv(z,y)dy;
o fy(y) = [Ler fxy (@, y) de.



Vecteurs aléatoires continus

Lois conditionnelles

On sait que P(A|B) = P(AN B)/P(B) si P(A) > 0. En considérant que A et B
désignent les événements respectifs X =z et Y = gy, ou X et Y sont des variables

discrétes, alors :

On appelle cette derniére fonction de probabilité conditionnelle de X sachant Y.
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Vecteurs aléatoires

Moments

Définition
L’espérance du vecteur aléatoire (X,Y’) est le vecteur des espérances de X etY :

E(X,Y)=(EX),E®Y)).

Définition

Etant données deux variables aléatoires X et Y, on appelle covariance entre X etY la
quantité suivante :

cov(X,Y) = E([X ~ EX)][Y — B(Y))).

N
N
o



Vecteurs aléatoires

Indépendance de variables aléatoires

Théoreme

Soient X etY deux variables aléatoires discrétes. Celles-ci sont dites indépendantes si

PX=z;Y=y)=P(X=2z) P(Y =v).

Théoreme

Soient X etY deux variables aléatoires absolument continues de densité jointe
fxvy (z,y). Celles-ci sont dites indépendantes si

Ixy(z,9) = fx(z) fy (y)-




Objet de la théorie de I'information

Chapitre 0
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De la notion d'information

Plusieurs conceptions

La notion d'information differe selon qu’on se place du c6té de la machine ou de
I'individu. La conception analytique en rend compte.

signe signification

(forme) (fond)

Conception analytique de I'information.
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De la notion d'information

Plusieurs conceptions

La notion d'information differe selon qu’on se place du c6té de la machine ou de
I'individu. La conception analytique en rend compte.

signe signification

(forme) (fond)

Conception analytique de I'information.

signe

conception technique

signifié

signifiant

conception sémantique conception pragmatique

Conception systémique de I'information.
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De la notion d'information

Objectifs de la théorie de I'information

Priorités du systéeme informatique

Importance du signe prépondérante dans le traitement, le stockage et la
transmission.

Priorités du systéeme d’information

Aspects sémantiques et pragmatiques privilégiés.
Exemple : la facturation électronique

Remplace ou accompagne la facturation classique ?
Nombre de signes échangés, flux de données ?

La théorie de I'information s’intéresse au signe. )
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De la notion d'information

Les origines de la théorie de I'information (1928 - ...)

Travaux de H. Nyquist pour la théorie des communications
@ Liens entre bande passante et vitesse d'émission.
@ Etude des distorsions inter-symboles.
Travaux de R.V. Hartley
@ Une définition de la notion d’information.
Oeuvre de C.E. Shannon
@ Performances limites en présence de perturbations.

@ Notions de source d’'information et de canal de transmission.



De la notion d'information

Les origines de la théorie de I'information (1928 - ...)

Travaux de H. Nyquist pour la théorie des communications
@ Liens entre bande passante et vitesse d'émission.
@ Etude des distorsions inter-symboles.
Travaux de R.V. Hartley
@ Une définition de la notion d’information.
Oeuvre de C.E. Shannon
@ Performances limites en présence de perturbations.

@ Notions de source d’'information et de canal de transmission.

Paradigme de Shannon

message . .
source destinataire

perturbations

@ source : générateur de message.

@ message : suite de symboles d’'un alphabet donné.

@ canal : vecteur de l'information entre source et destinataire.
°

perturbations : stochastiques par nature. 29/181



Modele de communication

Schéma général d'un systeme

—) e (-

codeur décodeur
de canal de canal
codeur décodeur
de source de source

source __46) canal virtuel C}—— destinataire
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“Théorie et codage de I'information”

Plan du cours et modalités de contréle

CJ

Chapitre 1 : Mesure quantitative de I'information
— entropie, information mutuelle, etc.

(9

Chapitre 2 : Codage de source discrete
— modéles de source, théoréme 1 de Shannon, techniques de codage, etc.

(4

Chapitre 3 : Canaux discrets
— capacité d'un canal, théoréme 2 de Shannon, décodage, etc.

@ Chapitre 4 : Techniques de codage de canal
— algébre sur les corps finis, codes linéaires, etc.

(9

Chapitre 5 : Mises en oeuvre de la théorie de |'information
— codage du son et de la parole, codage des images fixes et animées, etc.
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Mesure de I'information

Outline

@ Mesure de I'information



Mesure de I'information

Mesure quantitative de I'information

Chapitre 1
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Mesure de I'information
prrrrrrrrrrrrrereet

Mesure de I'information

Information propre et mutuelle

Quantité d'information propre d'un événement

Soit A un événement de probabilité P(A) non-nulle.

L'information h(A) apportée par la réalisation de A est d'autant plus grande qu’elle
est improbable. Elle peut s'exprimer ainsi :
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Mesure de I'information
prrrrrrrrrrrrrereet

Mesure de I'information

Information propre et mutuelle

Quantité d'information propre d'un événement

Soit A un événement de probabilité P(A) non-nulle.

L'information h(A) apportée par la réalisation de A est d'autant plus grande qu’elle
est improbable. Elle peut s'exprimer ainsi :

La fonction f(-) vérifie les contraintes suivantes :
@ f(-) est croissante
@ info. apportée par 1 événement siir est nulle : limy,_,1 f(p) =0

@ info. apportée par 2 événements indépendants : f(p1 - p2) = f(p1) + f(p2)

Ceci nous conduit a utiliser la fonction logarithmique pour f(-) J
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Mesure de I'information
terrrrrrrrrrrrerend

Mesure de I'information

Information propre et mutuelle

Quantité d'information propre d'un événement

La fonction f(p) = —log, p est la seule qui soit & la fois positive, continue sur |0, 1],
et qui vérifie f(pl - p2) = f(pl) + f(p2).

Preuve. La démonstration comporte les étapes suivantes :
Q f(p") =nf(p)
Qf (pl/") = %f(p) aprés avoir remplacer p par pt/™
9 f(p™/™) = ™ f(p) en combinant le deux égalités précédentes
D f(p?) = q f(p) ol ¢q désigne un nombre rationnel positif quelconque
Q f(p") =limn s oo f (PI") = limn 4 00 qn f(p) =7 f(p)

Soient p et q appartenant 3 ]0, 1[. On peut écrire p = ¢'°%a P, ce qui entraine

1
1) = £ (%07 = f(a) log, p.
On aboutit finalement au résultat escompté, soit

f(p) = —log, p
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Mesure de I'information
rrerrrrrrrrrrrrree

Mesure de I'information

Information propre et mutuelle

Quantité d'information propre d'un événement

Définition

Soit (2, A, P) un espace probabilisé et A un événement de A de probabilité P(A)
non-nulle. On associe a la réalisation de A la quantité d'information propre :

h(A) = —log P(A).

U h(A)
nités :
L’unité dépend de la base h(A) = —log;, P(A)
choisie pour le logarithme.
@ log, : Shannon, bit
(binary unit)
9 log, : logon, nat
(natural unit)
9 logy( : Hartley, decit
(decimal unit) 1
L T P(a)
0 1/b 0.5 1

Vocabulaire. h(-) est désigné par incertitude ou encore quantité d’information.



Mesure de I'information
rrrerrrrrrerrrrree

Mesure de I'information

Information propre et mutuelle

Quantité d'information propre d'un événement

Exemple 1. Dans le cas d'une source binaire {0, 1} telle que P(0) = P(1) = 0.5,
I'information propre associée a chaque symbole binaire, ou bit au sens informatique du
terme, vaut h (%) = log 2, soit 1 bit ou Shannon.

Exemple 2. On considére une source S sélectionnant aléatoirement et
indépendamment du passé chaque symbole émis parmi les 16 éléments d'un I'alphabet
{s0,-..,515}, tous équiprobables. L'information propre véhiculée par chacun d’eux est
log 16, soit 4 Shannon.

Le bit informatique (binary digit) et le bit issu de la théorie de I'information (binary
unit) sont deux notions distinctes.
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Mesure de I'information
rrrrerrrrrrrrrrren

Mesure de I'information

Information propre et mutuelle

Quantité d'information conditionnelle

La définition de la quantité d’'information propre s'applique a la réalisation conjointe
de A et B. En remarquant que P(AN B) = P(A) P(B|A), on obtient :

h(ANB) = —log P(ANB) = —log P(A) —log P(B|A)

On note que — log P(B|A) correspond a la quantité d’information propre de B que ne
fournit pas |'observation de A.

Définition

On appelle information conditionnelle de B sachant A la quantité :
h(B|A) = — log P(B|A),

soit, en d’autres termes : h(B|A) = h(AN B) — h(A).

Exercice. Etudier et interpréter le cas A = B, puis indépendance de A et B
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Mesure de I'information
rrrrrerrrrerrrrree

Mesure de I'information

Information propre et mutuelle

Quantité d'information mutuelle

La définition de l'information conditionnelle améne directement une autre définition,
celle de I'information mutuelle, qui correspond a la part d'incertitude commune a deux
événements.

Définition

On appelle information mutuelle entre A et B la quantité :

i(A, B) = h(A) — h(A|B) = h(B) — h(B|A).

Exercice. Etudier les cas A = B, B C A, enfin A et B indépendants.
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Mesure de I'information
rrrrrrerrrrrrrrren

Mesure de I'information

Entropie d'une variable aléatoire

Définition de I'entropie

Soit une source S d'information sans mémoire sélectionnant aléatoirement un symbole
parmi les n éléments d'un alphabet {s1,...,sn}. Soit p; la probabilité d'apparition de
si. La quantité d’information moyenne associée a |'apparition de chaque symbole
possible est donnée par :

H(S) = E{h(s)} = — > pi logpi.
=1

L’entropie est une quantité d’information moyenne.

Définition

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans {x1,...,xn}. L'entropie de X est définie

comme suit :
n

H(X) ==Y P(X =) log P(X = ).

=1

41 /181



Mesure de I'information
trrrrrrerrrrrrrren

Mesure de I'information

Entropie d'une variable aléatoire

Exemple d'une variable aléatoire binaire

L’entropie d'une variable aléatoire binaire est donnée par :

H(X) = —plogp — (1 —p)log(l —p) £ Ha(p).

A
1} e
i~
E
>
wn
~
<
A
a 0.5 F
T
.2
o
o
=]
o
[V}
S U e
0 0.5 1

probabilité p

42 /181



Mesure de I'information
trrrrrrrerrrrreren

Mesure de I'information

Entropie d'une variable aléatoire

Notation et propriété préalables

Lemme (Inégalité de Gibbs)

Etant donné 2 distributions de probabilité discrétes (p1,---,pn) €t (q1,-..,qn) surun
méme univers fini, I'inégalité suivante est satisfaite :

w .
S pilog & <o,
i=1 pi

I'égalité étant obtenue lorsque Vi : p; = q;.

Preuve. Vérification graphique de I'inégalité
On effectue la démonstration dans le cas v A Ine<z-—1
du logarithme népérien et on note que ) y=x—1
Inz <z — 1, I'égalité étant obtenue pour P
z=1.0npose z = et on a 1 —

Pi y=Inzx

1.5 2 2.5 >
x

Zmln—<z -——1 —1-1=0.
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Mesure de I'information
trrrrrrrrerrrreren

Mesure de I'information

Entropie d'une variable aléatoire

Quelques propriétés de |'entropie

Propriété

L’entropie vérifie I'inégalité suivante
Hy(p1,--.,pn) < logn,

I'égalité étant réalisée dans le cas d’une loi uniforme, c’est-a-dire Vi : p; = %

Preuve. A partir de I'inégalité de Gibbs, on pose ¢; = % L'incertitude sur le résultat
d’'une expérience est d'autant plus grande que tous les résultats possibles sont
équiprobables.
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Mesure de I'information
trrrrrrrrrerrrrrend

Mesure de I'information

Entropie d'une variable aléatoire

Quelques propriétés de |'entropie

Propriété

L’entropie augmente lorsque le nombre d’états du systéme augmente.

Preuve. Soit X une variable aléatoire discréte a valeurs dans {x1,...,zn} avec les
probabilités (p1,...,pn). On suppose que I'état x) est scindé en deux sous-états xy,
et xy,, de probabilités respectives py, et pp, non-nulles telles que py = pg, + pg,-

L'entropie de la variable aléatoire résultante X’ s'écrit :

H(X")

H(X) + py log pi, — pi, 1og pr; — Piy 108 iy
H(X) + pg, (log p — log i, ) + P, (log pr, — log pr, )-

La fonction logarithmique étant strictement croissante, on a : logpy > logpy,. Il en
résulte directement que H(X') > H(X).

Interprétation. Second Principe de la Thermodynamique
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Mesure de I'information
trrrrrrrrrrerrrrend

Mesure de I'information

Entropie d'une variable aléatoire

Quelques propriétés de |'entropie

Propriété

L’entropie Hy, est une fonction concave de pi,...,pn.

Preuve. Soient 2 distributions de probabilité discrétes (p1,...,pn) et (q1,...,qn). La
concavité de la fonction entropie qu'il s’agit de démontrer se traduit par le fait que
pour tout A de l'intervalle [0,1], on a :

Hp(Ap1+(1=X)q1,-- -, Apn+(1=N)gn) > AHn(p1, .-, pn) + (1 =N Hn(q1,-- -, qn)-

En posant f(xz) = —zlogx, on peut écrire que :
n
Hp(Ap1 + (1= N)gi, -, Apn + (1 — => fOpi + (1= Nai).
i1
Le résultat découle directement de la concavité de f(z) = —zlogx.
0
s
=
) 1 2 46 /181



Mesure de I'information
rrrrrrrrrrererrrend

Mesure de I'information

Entropie d'une variable aléatoire

Quelques propriétés de |'entropie

La convexité de H,, peut étre généralisée a un nombre quelconque de distributions.

Propriété

Etant donné {(q1j,---» qnj)}g”:l un ensemble fini de distributions de probabilité
discrétes, |'inégalité suivante est satisfaite :

Hn(z)‘j‘hjv" Z)‘] Qm] 2

j=1

>‘j Hn(quv' .. 7qm]')7

H'Ms

avec {\;}7L, des éléments de [0, 1] tels que ZT:l A; =1

Preuve. Comme dans le cas précédent, la démonstration de cette inégalité repose sur
la concavité de la fonction f(z) = —zlogx. A charge du lecteur de le vérifier.
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Mesure de I'information

Couple de variables aléatoires

Entropie conjointe

Définition

Soient X et'Y des variables aléatoires a valeurs dans {z1,...,zn} et {y1,...,ym},
respectivement. L’entropie conjointe de X et Y est donnée :

n m

HX,Y)2 -3 ">"P(X =x;,Y =y;) log P(X = z;,Y =y;).
i=1j=1

> I'entropie conjointe est une grandeur symétrique : H(X,Y) = H(Y, X)

Exemple. Cas de variables aléatoires indépendantes ou strictement liées.
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Mesure de I'information

Couple de variables aléatoires

Entropie conditionnelle

Définition

Soient X et'Y des variables aléatoires a valeurs dans {z1,...,zn} et {y1,...,ym}.
L’entropie conditionnelle de X sachant que Y = y; est donnée :

HX|Y =y;) & - ZP(Xfa:l\ny])logP( = zi|Y = y;).
=1

> incertitude moyenne sur le résultat de X sachant que celui de Y est y;

Définition

L’entropie conditionnelle moyenne de X sachant Y est donnée par :

m
H(X|Y) 2> P(Y =y;) HX|Y =y;),
j=1

Exemple. Cas de variables aléatoires indépendantes ou strictement liées.
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Mesure de I'information

Couple de variables aléatoires

Relations entre les entropies

La premiére relation énoncée lie ainsi les diverses entropies définies précédemment :
HX,)Y)=HX)+HY|X)=H()+ HX|Y).
Ces égalités se démontrent aisément en écrivant d'abord
logP(X =2,Y =y) =logP(X =z|Y =y) + log P(Y =),

puis en prenant |'espérance mathématique de chacun des membres.

Propriété (régle de chainage)

L’entropie jointe de de n variables aléatoires peut étre évaluée selon la régle de
chainage suivante :

n
H(X1,...,Xn) =Y H(Xi|X1... Xi_1).

1=1

Chaque élément de H(X,Y) = H(X) 4+ H(Y|X) = H(Y) + H(X|Y) est positif. On

en déduit immédiatement que :
H(X)
H(Y)

(X,Y)

S H b
< H(X,Y)
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Mesure de I'information

Couple de variables aléatoires

Relations entre les entropies

A partir de la convexité généralisée de I'entropie, en posant ¢q;; = P(X = z;|Y = y;)
et \; = P(Y = y;), on aboutit a I'inégalité fondamentale suivante :

H(X|Y) < H(X)

Le conditionnement d'une variable aléatoire diminue son entropie. Sans
démonstration, il se généralise ainsi :

Propriété (décroissance par conditionnement)

L’entropie d’une variable aléatoire décroit par conditionnements successifs, soit
H(X1|X2,...,Xn) <... < H(X1|X2,X3) < H(X1|X2) < H(X1),

ot X1,...,Xn désignent n variables aléatoires discrétes.

Soient X et Y des variables aléatoires a valeurs dans {z1,...,zn} et {y1,...,ym},
respectivement. Les relations fondamentales vues précédemment se résument ainsi :

0< H(X|Y) < H(X) < H(X,Y) < H(X) + H(Y) < 2H(X,Y).
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Mesure de I'information

Couple de variables aléatoires

Information mutuelle moyenne

L’information mutuelle moyenne de X et Y est définie par

I(X,Y) 2 H(X) - HX|Y)
ou encore, de fagon équivalente,

P(szl,yzyj)

I(X,Y)2> "N P(X =a,;,Y =y;) log PX = 2) P(Y = 3))
= =y

i=1j=1

L'information mutuelle représente I'incertitude moyenne sur X diminuée de celle qui
subsiste lorsque Y est connue.

Exercice. Cas de variables aléatoires indépendantes et strictement liées.

Autre interprétation : L'information mutuelle correspond a la distance de
Kullback-Leibler entre la loi jointe et le produit des distributions marginales de X et Y.

Rappel : La distance de Kullback-Leibler entre deux distributions P; et P», ici
supposées discretes, est donnée par

AP, P)= > PI(X:x)loggg i).
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Codage de source discréte

Codage de source discrete

On associe a chacun des Q) états s; de la source un mot approprié, c'est-a-dire une
suite de n; symboles d'un alphabet g-aire. Ceux-ci constituent un code source que |'on
note C = {c1,...,¢q}.

source codeur canal
o S —C

Se={s1,...,50} Cefer,...,cq}

Exemple. Le code Morse
@ code quaternaire (point, trait, espace long, espace court)
@ code de longueur variable

9 la séquence la plus courte associée a "E”
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Problématique

Adaptation d'une source a un canal non-bruité

Soit S une source caractérisée par un débit Ds (symbole Q-aire/seconde). Soit un
canal non-bruité de débit maximal D, (symbole g-aire/seconde). On définit

- taux d'émission de la source : T 2 Ds H(S)
- capacité du canal : C' £ D, logq

Si T > C : le canal ne peut écouler I'information

Si T < C : le canal peut en théorie écouler I'information

Si on dispose d’un code g-aire dont la longueur moyenne T des mots est telle
n Ds < D¢, alors celui-ci peut étre utilisé pour la transmission.

Dans le cas contraire, comment coder les états de la source pour rendre leur
transmission possible puisque rien ne s’y oppose en théorie ?

Le codage de source vise a éliminer la redondance d’information
SANS PERTE!!!
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Codage de source discréte

Source discrete en temps discret

Modele général

Une source discréte est définie par un alphabet A = {s1,...,5Q} et un mécanisme
d’émission. |l s'agit d'un processus aléatoire en temps discret

S1,y00438i-1, 84, Sit1,- .-
caractérisé par les lois conjointes :

P(S1,...,5),¥n € N*

> modele trop général pour donner lieu a des développements simples

Par simplification, on fait des hypothéses sur le modéle de source.
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Codage de source discréte

Source discrete en temps discret

Hypothéses complémentaires

Propriété (Processus stationnaire)

Un processus aléatoire S; est dit stationnaire si les lois de probabilité qui le régissent
sont indépendantes de I'origine des temps, c’est-a-dire

P(Sl :sil,...,Sn :Sin) :P(Sn0+1 :Sil,...,sn0+n:$¢n),

pour tous ng et n positifs.

Exemple. Une source sans mémoire est caractérisée par des S; i.i.d.. Il s’agit d'un
processus stationnaire P(S1 = s;,,...,50 = s4,) = P(S =s4,)... P(S = s;,).
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Codage de source discréte

Source discrete en temps discret

Hypothéses complémentaires

Propriété (Processus stationnaire)

Un processus aléatoire S; est dit stationnaire si les lois de probabilité qui le régissent
sont indépendantes de |'origine des temps, c’est-a-dire

P(S1 =841, = 8i,) = P(Sng+1 = Siys- - Sngtn = Sin)s

pour tous ng et n positifs.

Exemple. Une source sans mémoire est caractérisée par des S; i.i.d.. Il s’agit d'un
processus stationnaire P(S1 = s;,,...,50 = s4,) = P(S =s4,)... P(S = s;,).

Propriété (Processus ergodique)

On dit qu’un processus aléatoire stationnaire S; est ergodique si, pour tout
k=1,2,..., pour toute suite d'indices i1, ..., et pour toute fonction bornée f(-)
de AF dans R, on a

1 & e
;l;f(sil,...,sik) 2 B (Siys -5 Si) )

Intérét. Le processus considéré peut étre étudié en observant une trajectoire

quelconque mais suffisamment longue de celui-ci.
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Codage de source discréte

Source discrete en temps discret

Sources de Markov

Une source quelconque émet un symbole selon une loi qui peut dépendre des symboles
qui I'ont précédé.

Définition (Source markovienne)

Une source S est dite markovienne si elle décrit une chaine de Markov, soit
P(Snhai = Sin+1|Sn = Sips--, 51 = 84) = P(Snt1 = Sip i1 |Sn = s4,,)

pour tous symboles s;,, ..., Si,, lssus de A.

Il en résulte directement que P(S1,...,Sn) = P(S1) P(S2|S1) ... P(Sn|Sn—1).
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Codage de source discréte

Source discrete en temps discret

Sources de Markov

Une source quelconque émet un symbole selon une loi qui peut dépendre des symboles
qui I'ont précédé.

Définition (Source markovienne)

Une source S est dite markovienne si elle décrit une chaine de Markov, soit
P(Snhai = Sin+1|Sn = Sips--, 51 = 84) = P(Snt1 = Sip i1 |Sn = s4,,)

pour tous symboles s;, ..., Sipi1 issus de A.

Il en résulte directement que P(S1,...,Sn) = P(S1) P(S2|S1) ... P(Sn|Sn—1).

Définition (Invariance dans le temps)

Une source markovienne S est dite invariante dans le temps si, pour tout
ne€{l,2,...},ona
P(Sn+1|Sn) = P(S2[51)

Une telle source est entierement définie par un vecteur p|;—o de probabilités initiales
et la matrice de transition II dont les éléments sont

H(Z,]) = P(SQ = sj\Sl = Si)
Evidemment, on a 39 I0(3,5) = 1 et (4, 5) > 0.
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Codage de source discréte

Source discrete en temps discret

Exemple de source de Markov

On considere la source markovienne suivante :
0.2

A

s3
0.3 0.5
0.8
52
0.5

0.7

A
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Codage de source discréte

Source discrete en temps discret

Exemple de source de Markov

On considere la source markovienne suivante :
0.2

A

s3
0.3 0.5
0.8
52
0.5

A

0.7
La matrice de transition de celle-ci s'écrit ainsi :
0 07 03
1= 05 0 0.5
0 08 02
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Codage de source discréte

Source discrete en temps discret

Source de Markov en régime permanent

Définition (régime permanent - version 1)

Une source markovienne S atteint un régime permanent si

lim P(Sn = Si)

n— oo

existe pour tout i € {1,...,Q}.

On note pl¢t—soo la distribution limite si elle existe. Sachant que pli=n = plt=n—111I,
on a nécessairement
p|t—>oo = p‘t—>oo II

On dit que p|t— oo est une distribution stationnaire puisque I'initialisation de la chaine
de Markov avec celle-ci la rend stationnaire.
Inconvénient. Le régime permanent ainsi défini dépend de la distribution p|:—o

initiale. D'autres définitions existent.
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Codage de source discréte

Source discrete en temps discret

Source de Markov en régime permanent

Définition (régime permanent - version 2)

Une source markovienne S atteint un régime permanent si
lim P(Sn = si|S1 =)
n—oo

existe pour tous i,j € {1,...,Q}.

Avantage. Le comportement asymptotique de la source est indépendant de la
distribution initiale.
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Codage de source discréte

Source discrete en temps discret

Source de Markov d'ordre m

Une source de Markov est caractérisée par une mémoire de taille m = 1. Ceci peut
étre généralisé a des mémoires de taille m > 1.

Définition (Source markovienne de taille m)

Une source S est dite markovienne de taille m si elle satisfait a

P(Sn+1 = Sin+1|sn = Sin,...,sl = 87;1)
= P(Sn+1 = Sin+1|sn7m = Sty .,Sn = Sin)

pour tous symboles s;,, ..., Sipiq de A.

Remarque. Une source markovienne de taille m peut étre ramenée a une source
markovienne de taille 1 en considérant une extension d’ordre m ou plus de celle-ci.
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Codage de source discréte

Modeles de source discrete

Entropie d'une source stationnaire

Une source quelconque émet un symbole selon une loi qui peut dépendre des symboles
qui I'ont précédé. La définition de I'entropie doit en tenir compte.

Définition (Entropie d'une source stationnaire - version 1)

L’entropie d’une source S stationnaire est définie par :

Ho2 lim H(Sn|Si,...,Sn_1).

n—-+oo
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Modeles de source discrete

Entropie d'une source stationnaire

Une source quelconque émet un symbole selon une loi qui peut dépendre des symboles
qui I'ont précédé. La définition de I'entropie doit en tenir compte.

Définition (Entropie d'une source stationnaire - version 1)

L’entropie d’une source S stationnaire est définie par :

Ho2 lim H(Sn|Si,...,Sn_1).

n—-+oo

Validation de la définition. Il convient de s’assurer de |'existence de la limite.

Le conditionnement d'une variable aléatoire diminuant son entropie, on a :
0 < H(Sn|S1,52,...,5n-1) < H(Sn|S2,...,5n—1) < ... < H(Sn).
Puisque la source considérée est stationnaire, on peut écrire :
H(Sn) = H(S1) H(Sn|Sn—1) = H(S2|51)
L'inégalité peut donc étre remplacée par :
0< H(Sn|S1,---,Sn-1) < H(Sn—1|S1,...,5n—2) < ... < H(S1).

La suite {H(Sr|S1,...,Sn—1)}n>1 est décroissante et minorée. Elle est donc
convergente, assurant la validité de la définition dans le cas stationnaire.
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Codage de source discréte

Modeles de source discrete

Entropie d'une source stationnaire

Définition (Entropie d'une source quelconque - version alternative)

L’entropie d’une source S stationnaire est définie par :

Ho 2 fim HSL: 50

n——+oo n

Les deux définitions proposées sont équivalentes dans le cas stationnaire. En effet, il
résulte de I'égalité suivante

H(S1,...,S,) = H(S1)+ H(S2|51) + ...+ H(Sn|S1,.-.,Sn-1)

que H(S1,...,Sn)/n est la moyenne arithmétique des n premiers termes de la suite
H(S1), H(S2|S1), ..., H(Sn|S1,...,Sn—1). Le théoreme présenté ci-dessous
conduit directement au résultat.

Sore i — 15 n —
Théoréme de Cesaro. Si an  —? a, alors =370 ap —7
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Codage de source discréte

Modeles de source discrete

Entropie d'une source stationnaire

Définition (Entropie d'une source quelconque - version alternative)

L’entropie d’une source S stationnaire est définie par :

Ho 2 fim HSL: 50

n——+oo n

Les deux définitions proposées sont équivalentes dans le cas stationnaire. En effet, il
résulte de I'égalité suivante

H(S1,...,S,) = H(S1)+ H(S2|51) + ...+ H(Sn|S1,.-.,Sn-1)

que H(S1,...,Sn)/n est la moyenne arithmétique des n premiers termes de la suite
H(S1), H(S2|S1), ..., H(Sn|S1,...,Sn—1). Le théoreme présenté ci-dessous
conduit directement au résultat.

Sore i — 15 n —
Théoréme de Cesaro. Si an  —? a, alors =370 ap —7

Exemple 1. Dans le cas d’une source sans mémoire, caractérisée par des S;
indépendants et distribués selon une méme loi, on a : Hy = H(S1)

Exemple 2. Si S désigne une source markovienne invariante dans le temps, |'entropie
de celle-ci est donnée par : Hy = H(S2|51).
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Codage de source discréte

Caractérisation d'un codage

Vocabulaire

Le codage de source consiste a associer a chaque symbole s; d'une source une
séquence d’éléments de I'alphabet g-aire de destination, appelée mot du code.

Exemple 1. Codes ASCII (7 bits) et ASCII étendu (8 bits), code Morse, etc.

Définitio

Régularité. Un code est dit régulier, ou encore non-singulier si tous les mots de code
sont distincts.
Déchiffrabilité. Un code régulier est dit déchiffrable, ou encore a décodage unique, si
toute suite de mots de code ne peut étre interprétée que de maniére unique.
Longueur fixe. Avec des mots de longueur fixe, on peut décoder tout
message sans ambiguité.
Séparateur. On consacre un symbole de I'alphabet de destination comme
séparateur de mot.
Sans préfixe. On évite qu'un mot du code soit identique au début d’un autre
mot. Un tel code est qualifié de code instantané.

4

Exemple 2. | code A | code B | code C | code D | code E | code F | code G |

s1 1 0 00 0 0 0 0

S92 1 10 11 10 01 10 10
s3 0 01 10 11 011 110 110
S4 0 11 01 110 0111 1110 111

~
N
o
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Codage de source discréte

Vers le premier théoreme de Shannon
Inégalité de Kraft

On se propose de construire des codes déchiffrables, et plus particulierement
instantanés, aussi économiques que possible. L'inégalité de Kraft fournit une condition
nécessaire et suffisante d’existence de codes instantanés.

Théoreme (Inégalité de Kraft)

On note ny,...,nq les longueurs des mots candidats pour coder les Q états d’une
source dans un alphabet g-aire. Une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un
code instantané ayant ces longueurs de mots est donnée par :

Q
DL
i=1

Remarque. La méme condition nécessaire et suffisante a été établie par McMillan pour
les codes déchiffrables, antérieurement a I'inégalité de Kraft.
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Codage de source discréte

Vers le premier théoreme de Shannon
Inégalité de Kraft

Preuve. La représentation graphique suivante, dans le cas d'un code binaire, rend la
démonstration plus aisée.
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Codage de source discréte

Vers le premier théoreme de Shannon
Inégalité de Kraft

On pose n1 <... < ng et on considére un arbre g-aire de profondeur ng, comportant
donc ¢""@ sommets terminaux.

Condition nécessaire. La condition du préfixe impose qu'un mot de longueur n; exclut
q""Q ™ sommets terminaux. Le nombre total de sommets exclus vaut donc :

Q
D ogreTi < gme.
=1

Condition suffisante. On sélectionne d’abord un nceud a la profondeur n1, ce qui exclut
q""Q ™™ sommets terminaux. |l en existe toutefois encore car I'inégalité de Kraft entraine
q"Q@™" < ¢"Q. Sur le trajet menant a I'un des sommets terminaux non-exclus, on
sélectionne un noeud a la profondeur na...
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Codage de source discréte

Vers le premier théoreme de Shannon
Inégalité de McMillan

L'inégalité de Kraft induit le caractere suffisant de I'inégalité de McMillan puisque
tout code a préfixe est déchiffrable.

Condition nécessaire de I'inégalité de McMillan. On développe I'expression suivante

selon
s m ms
(zm qk> = 32 e
k=1

n=m

ol v(n) =32, 4 i _,Ti---Tiy,- En interprétant r;, comme le nombre de mots de
longueur k du code, v(n) désigne le nombre de texte de longueur n. La condition de
déchiffrabilité implique que v(n) < ¢™. On a donc

s
Zrk q_k S (ms)%,
k=1

ce qui conduit au résultat en passant a la limite.
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Vers le premier théoreme de Shannon

Code complet

Définition (Code complet)

Un code est dit complet s'il vérifie la relation

Q
BUREE
=1
Exemple code A | code B | code C
s1 00 0 0
s2 01 100 10
s3 10 110 110
Sa 11 111 11
S 2 1 7/8 9/8

~
~
o
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Codage de source discréte

Vers le premier théoreme de Shannon
Inégalité de McMillan

Corollaire (Conséquences de I'inégalité de McMillan)

Soit S une source sans mémoire a Q états. Soit p; la probabilité d'apparition de s;,

auquel est associé un mot de code déchiffrable g-aire de longueur n;. En posant
=®3 ; . ool : N .

2 =7y puis en appliquant I'inégalité de Gibbs a p; et q;, on obtient alors

Qi = —o0 —n-
¢ Zﬁilq

Q L Q@ Q
> pilog—+> pilogg ™ <log» q ™.
i=1 pPi i34 i=1

En appliquant le théoreme de McMillan au dernier membre de I'inégalité, il en résulte
Q
H(S) —mlogg<log) ¢ ™ <0,
i=1

oun = 2?:1 pi n; représente la longueur moyenne des mots du code.
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Codage de source discréte

Vers le premier théoreme de Shannon

Conséquences de I'inégalité de McMillan

Théoreme

La longueur moyenne m des mots de tout code déchiffrable est bornée inférieurement
H(S
HS) o
logg —

Condition d’égalité. L'inégalité ci-dessus se transforme en égalité a condition que
Zinl q~™i =1, c'est-a-dire si p; = ¢~ ™i. Ceci signifie que

Définition

1

pi

Toz o est dit absolument
ogq

Un code dont la longueur de chaque mot est telle que n; =
optimum.
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Vers le premier théoreme de Shannon

Conséquences de I'inégalité de McMillan

La condition d’égalité précédente n’est généralement pas vérifiée. Il est cependant
possible de constituer un code tel que
log - log -
Pi <oy« Pi 4 q
logq logq

En multipliant par p; et en sommant sur 4, ceci signifie que
H(S) __ _ H(S)

<n

logg — logq

+ 1.

Définition (Codes compact et de Shannon)

Un code dont la longueur moyenne des mots vérifie la double inégalité présentée
ci-dessus est dit compact. Plus particuliérement, on parle de code de Shannon lorsque
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Codage de source discréte

Premier théoreme de Shannon

Enoncé et démonstration

Les bornes qui viennent d'étre établies vont nous permettre de démontrer le premier
théoréme de Shannon, qui s'énonce ainsi :

Théoreme

Pour toute source stationnaire, il existe un procédé de codage déchiffrable ol la
longueur moyenne des mots est aussi voisine que |'on veut de sa borne inférieure.

Preuve pour une source sans mémoire. On considére la k®™¢ extension de la source
S. Dans le cas d'une source sans mémoire

kH(S kH(S
(9) _ . o KH(S)
logq logq

+ 1.

Dans cette expression, 1 désigne la longueur moyenne des mots de code utilisés dans
le cadre de la k*™¢ extension de S. On divise par k et on passe a la limite.
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Codage de source discréte

Premier théoreme de Shannon

Enoncé et démonstration

Preuve pour une source stationnaire. On considére la k*™¢ extension de la source S.
Dans le cas d'une source sans mémoire

H(S1,...,5%) < T H(517~-~75k)+

1
k logq k k logq k

Dans cette expression, m, désigne la longueur moyenne des mots de code utilisés dans
le cadre de la k™ extension de S.

Dans le cas d'une source stationnaire, on sait que limg_, o, H(S1,...,Sk) existe. En
reprenant la notation conventionnelle Hg de cette limite, on aboutit a

Remarque. D'un point de vue pratique, I'intérét du Premier Théoréme de Shannon est
limité.
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Codage de source discréte

Techniques de codage binaire
Méthode directe

Le premier théoréme de Shannon exprime une propriété asymptotique du langage,
mais ne fournit aucune méthode pratique pour y parvenir.
Une technique de codage directe consiste a associer a chaque état de la source un

nombre de symboles n; tel que
1
o log P
n;=|—=1.
logq

Remarque. Le code obtenu est un code de Shannon.
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Techniques de codage binaire
Méthode directe

Le premier théoréme de Shannon exprime une propriété asymptotique du langage,
mais ne fournit aucune méthode pratique pour y parvenir.
Une technique de codage directe consiste a associer a chaque état de la source un

nombre de symboles n; tel que
1
o log P
n;=|—=1.
logq

Remarque. Le code obtenu est un code de Shannon.

Exemple. On considére un systeme a 5 états {s1,...,s5} définis par les probabilités :
p1 = 0.35 —logyp1 =151 — n; =2
p2 = 0.22 —logyp2 =218 — no=3
p3 = 0.18 —logyp3 =247 — n3 =3
pa = 0.15 —logyps =273 — na=3
ps = 0.10 —logyps =332 — n5=4.

Il est aisé d'obtenir un code instantané vérifiant la condition précédente sur les n; a
I"aide d'un arbre. On obtient par exemple :

s1: 00 s : 010 s3 : 011 s4 : 100 s5 : 1010.
On aboutit &3 @ = 2.75, a comparer a3 H(S) = 2.19 Sh/symb.
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Codage de source discréte

Techniques de codage binaire

Code de Shannon-Fano

Le code de Shannon-Fano est le premier code a avoir exploité la redondance d'une
source. On en expose a présent le principe.

o

9
9
9

Ranger les états du systeme par probabilités décroissantes.

Subdiviser les états du systéme en 2 groupes G et G1 de probabilités voisines,
sans modifier 'ordre dans lequel ils ont été rangés en 1.

Chaque groupe G; est subdivisé en 2 sous-groupes G;g et GG;1 de probabilités
aussi voisines que possibles, une fois encore sans modifier I'ordre des états.

La procédure s'arréte lorsque chaque sous-groupe est constitué d'un unique
élément. L'indice du groupe donne le mot de code.



Codage de source discrete
rrrrrrrrrrerrrrrrrrrrrinn

Codage de source discréte

Techniques de codage binaire

Code de Shannon-Fano

Le code de Shannon-Fano est le premier code a avoir exploité la redondance d'une
source. On en expose a présent le principe.

Q@ Ranger les états du systéme par probabilités décroissantes.

Subdiviser les états du systéme en 2 groupes G et G1 de probabilités voisines,
sans modifier 'ordre dans lequel ils ont été rangés en 1.

9
@ Chaque groupe G; est subdivisé en 2 sous-groupes G et GG;1 de probabilités
aussi voisines que possibles, une fois encore sans modifier I'ordre des états.

Qo

La procédure s'arréte lorsque chaque sous-groupe est constitué d'un unique
élément. L'indice du groupe donne le mot de code.

Exemple. Pour élaborer un code de Shannon-Fano, on procéde ainsi :

état Di étape 1 | étape 2 | étape 3 code
s1 0.35 0 0 00
S92 0.22 0 1 01
s3 0.18 1 0 10
S4 0.15 1 1 0 110
S5 0.10 1 1 1 111

On aboutit &3 @ = 2.25, 3 comparer a3 H(S) = 2.19 Sh/symb.
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Techniques de codage binaire
Code de Huffman

La méthode de Huffman fournit un code instantané compact de longueur moyenne
minimale. Pour y parvenir, elle exploite la propriété suivante.

Pour toute source, il existe un code instantané de longueur moyenne minimale
satisfaisant les propriétés suivantes.

Q Si P(S =s;) > P(S = sj), alors n; < nj.

Q Les deux mots les plus longs, donc associés aux états les moins probables, ont
méme longueur et ne différent que d’un bit.

La méthode de Huffman consiste a regrouper les deux états les moins probables, puis
a les traiter comme un seul en sommant leur probabilité. Cette technique est alors
réitérée sur les états restants, jusqu'a ce qu'il n’en reste que deux.

©
N
o
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Codage de source discréte

Techniques de codage binaire
Code de Huffman

On construit un arbre en partant des feuilles les plus profondes, qui représentent les
états de la source.
Q A chaque étape, on fusionne les feuilles les moins probables en une seule.
Q La procédure s'arréte lorsque on aboutit a une feuille unique constituée de tous
les symboles.
Q Le parcours inverse de I'arbre fournit les mots du code.
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Codage de source discréte

Techniques de codage binaire
Code de Huffman

On construit un arbre en partant des feuilles les plus profondes, qui représentent les
états de la source.
Q A chaque étape, on fusionne les feuilles les moins probables en une seule.
Q La procédure s'arréte lorsque on aboutit a une feuille unique constituée de tous
les symboles.
Q Le parcours inverse de I'arbre fournit les mots du code.

Exemple. 0 0
0.35 0.35 0.35 0.60 ]
0.22 0.22 0 0.40 0.40 1
1
0.18—0.18 —
0
0.15 0.25 0.25 1
1
0.10 ——

Finalement, le parcours inverse de I'arbre fournit le résultat suivant :
s1: 00 so : 10 sz : 11 sq4 : 010 s : 011.
On aboutit & @ = 2.25, a comparer a3 H(S) = 2.19 Sh/symb. 89 /181
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Outline

© Codage de canal
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Codage de canal

Chapitre 3
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Canaux discrets

Codage de canal

Motivations

Dans un systéme réel, le message recu par le destinataire peut différer de celui qui a
été émis par la source en raison de perturbations. On parle de canal bruyant.

information
information redond. information

— | codeur | ——— | décodeur | ———>

I\

Le codage de canal vise a introduire de la redondance dans le message —>
compenser |'érosion de I'information due au canal.
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Canaux discrets

Modeles de canal discret

Modele général

Un canal discret est un systeme stochastique acceptant en entrée des suites de
symboles définies sur un alphabet X, et émettant en sortie des suites de symboles
définies sur un alphabet de sortie ).

Entrées et sorties sont liées par un modele probabiliste :

PWMi=vy1,.. ., Ym =ym|X1 =21,..., Xn = zn)

> modele trop général pour donner lieu a des développements simples
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Canaux discrets

Modeles de canal discret

Propriétés

Par souci de simplification, on fait des hypothéses sur le modéle de canal.

Propriété (Canal causal)

Un canal est dit causal si

PYi=y1,....Ym =ym|X1 =x1,..., Xn = zn)
=PMYi=y1,.-, Ym=ym|X1 =21,..., Xm = Tm)

quels que soient m et n tels que m < n.

Conséquence. En sommant les 2 membres de I'égalité sur Y1,...,Y,,—1, on Vérifie
P(Ym :ym‘Xl =x1,...,Xn = 9377.) = P(Ym :ym|X1 =x1,...,Xm :Im)

— toute sortie est indépendante des entrées futures
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Canaux discrets

Modeles de canal discret

Propriétés

On peut étre amené a faire I'hypothése suivante sur le comportement du canal.

Propriété (Canal causal sans mémoire)

On dit qu’un canal causal est sans mémoire si, pour tout k > 2, on a :

P(Yp =yr|X1=21,.. -, Xe =Tk, Y1 = Y1,- -+, Y1 = Yk—1)
= P(Yy = yp|Xx = z1)-

Conséquence. La loi conditionnelle gouvernant le comportement du canal est
entierement déterminée par les lois conditionnelles instantanées :

m
PV =y1,.. .Y =ym|X1 =21,..., Xpn =an) = [ [ P(Vk = vl Xi = 21).
k=1

— P(Yx = yx| Xk = i) dépend éventuellement du temps
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Canaux discrets

Modeles de canal discret

Propriétés

En remarquant que P(Yy = yi|Xr = z) peut éventuellement dépendre du temps k,
on est amené a introduire la propriété suivante.

Propriété (Canal sans mémoire stationnaire)

On dit d’un canal sans mémoire qu'il est stationnaire si, quel que soit k > 1, on a :

P(Yi, = yp|Xp = ) = P(Y = yi| X = xy,).

Notation. On note (X, Y,II) un canal discret sans mémoire, ou II est la matrice de
transition définie par :
II(4,75) = P(Y = y;|X = ;)
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Canaux discrets

Modeles de canal discret

Propriétés

En remarquant que P(Yy = yi|Xr = z) peut éventuellement dépendre du temps k,
on est amené a introduire la propriété suivante.

Propriété (Canal sans mémoire stationnaire)

On dit d’un canal sans mémoire qu'il est stationnaire si, quel que soit k > 1, on a :

P(Yi, = yp|Xp = ) = P(Y = yi| X = xy,).

Notation. On note (X, Y,II) un canal discret sans mémoire, ou II est la matrice de
transition définie par :
II(4,75) = P(Y = y;|X = ;)

Définition (canal symétrique)

Un canal est dit symétrique si les lignes de sa matrice de transition sont formées des
mémes éléments a |'ordre prés, tout comme ses colonnes.

Exemples. Les matrices de transition suivantes sont celles de canaux symétriques.

P q I-p—gq m=(p l-r-a g
I = q 1-p—gq P , g 1-p—q p)’
1-p—gq p q

ol p et ¢ sont des éléments de I'intervalle [0, 1].
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Canaux discrets

Capacité d'un canal sans mémoire

Présentation intuitive

--“"--""""""""""""""""ful:l(X\Y)
émetteur B
— - H(X)
H(X,Y) (X3Y) récepteur
Y HY) —P»
H(Y|X)
S S

@ H(X) est la quantité d'information transmise par un canal sans bruit
o H(X]Y) est l'information requise pour supprimer |'ambiguité sur |'entrée

o I(X;Y) est la quantité d'information transmise par le canal bruité
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Canaux discrets

Capacité d'un canal sans mémoire

Définition

Définition

On définit la capacité en information par symbole d’un canal par :

C 2 max I(X;Y).
P(X=ux)

Précaution. On vérifie que I(X,Y") est une fonction concave de la loi de X. En

notant f(z) = —xlogz, on note qu'il s’agit d'une somme de fonctions concaves :
p( 7)
I(x5y) = p(i,5)
Z Z p() p(j)

pi(4)
ZZPsz log Zl i Ih(])

sz sz log pi(4) +Zf<2pzpz(J>
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Canaux discrets

Capacité d'un canal sans mémoire

Calculs de capacités

Dans le cas général, le calcul direct de la capacité d'un canal s'avere compliqué.
Toutefois, dans le cas d'un canal symétrique, le calcul s'effectue aisément.

|

Théoreme

La capacité d'un canal symétrique (X,),1I1) est égale a I(X;Y) dans le cas ol
I'entrée X suit une loi uniforme.

Démonstration

| A\

L'entropie H(Y|X = ;) = — 3, pi(j) logp;(j) est indépendante de i, les lignes i de
II étant formées des mémes éléments : H(Y|X) est donc indépendant de la loi de X.
On vérifie aisément que Y suit une loi uniforme si celle de X |'est. En effet :

Pj = szpz(] sz(J

est indépendant de j car les colonnes de II sont constituées des mémes termes. O
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Canaux discrets

Calculs de capacités

Exemples

Canal binaire sans bruit. Ce canal reproduit en sortie le symbole d'entrée. En
conséquence, on a I(X;Y) = H(X) car H(X|Y) = 0.

C =1 Sh/symb

Canal binaire en dysfonctionnement. Ce canal reproduit en sortie toujours le méme
symbole, indépendamment de |'entrée. En conséquence, I'information mutuelle
I(X;Y) est nulle puisque H(Y) = H(Y|X) = 0.

C =0 Sh/symb

101 /181



Codage de canal
rrrrrrrrrerrrrrrrenet
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Calculs de capacités

Exemple du canal binaire symétrique

Le canal binaire symétrique est I'exemple le plus simple de canal bruyant. Sa matrice
de transition est donnée par
P 1-p

que |'on représente schématiquement ainsi

1_
0 = P - 0
L v
1 P e 1
1—»p -

Afin d'évaluer la capacité en information de ce canal, calculons préalablement
I'information mutuelle moyenne I(X;Y) :

I(X;Y) = H(Y)-H(Y|X)
HY)-P(X=0HY|X=0)-P(X=1)H(Y|X =1).
Or, un calcul simple permet de montrer que H(Y'|X = z) = Ha(p), avec z € {0, 1},
ce qui entraine que :

I(X;Y)=H(Y)— Ha(p) <log2— Ha(p).
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Canaux discrets

Calculs de capacités

Exemple du canal binaire symétrique

En conséquence, la capacité d'un canal binaire symétrique est donnée par :
C =1— Ha(p) Sh/symb

La capacité en information d'un canal binaire symétrique a pour allure :

A

1F — 1

\ Hs(p) /

0.5 |
I C =1- Ha(p)
0 L L L T L L L :
0 0.5 1

robabilité
P p 103 /181
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Canaux discrets

Codage de canal

Définitions préalables

information
information redondante information

Afin de détecter et/ou corriger les erreurs transmises, il est nécessaire d'ajouter des
symboles de contréle selon une regle C, appelée codage.

> le décodeur vérifie si la séquence recue respecte C

Usage de redondance. On utilise des blocs de n symboles afin de transmettre k
symboles d’information, avec k < n. Chaque bloc de longueur n est dit mot du code.

104 /181



Codage de canal
rrrrrrrrrrrrerrrrenet

Canaux discrets

Codage de canal

Définitions préalables

Définition

Soit A ={a1,...,aq} un ensemble fini dit alphabet du code. Soit A™ |'ensemble de
toutes les chaines de longueur n sur A. Tout sous-ensemble non vide C de A™ est dit
code en bloc g-aire. Chaque chaine dans C sera dite mot du code.

Définition

Si C C A™ contient M mots du code, on dit alors que C est de longueur n et de taille
M. On parle alors de (n, M)-code.

Exemple. Le code C suivant est un (5,4)-code :

C = {11100, 01001, 10010, 00111}
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Canaux discrets

Codage de canal

Erreurs de détection

Définition

On parle d’erreur de détection lorsque le mot ¢ € C a été émis et que I'on regoit le
mot d, avec ¢ # d.

Toute erreur de transmission ne peut étre détectée que si le mot regu n’est pas un
autre mot du code. En conséquence, si ¢ € C est émis, on a :

P(erreur non détectée | ¢ est émis) = Z P(d|c).

decC
d#c
P(erreur non détectée) = Z Z P(d|c) P(c).
ceCdec
d#c

106 /181



Codage de canal
trrrrrrrrrrrrrerreneet

Canaux discrets

Codage de canal

Erreurs de décision

B¢,
Définition : f
U,n. . schéma de 1 e .1
décision est une Be, f
fonction partielle f cze _canal *C2
de I'ensemble des
chaines regues vers Cme
I'ensemble des mots
du code. Be,,

107 /181



Codage de canal
trrrrrrrrrrrrrerreneet

Canaux discrets

Codage de canal

Erreurs de décision

B,

Définition :
Un schéma de c

L. 1e
décision est une Be,
fonction partielle f cze _canal
de I'ensemble des
chaines regues vers Cme
I'ensemble des mots
du code. Be,,

Définition

On parle d’erreur de décision lorsque le mot ¢ € C a été émis, que d a été recu et qu'il
a été décodé par f(d) # c.

La probabilité d’une erreur de décision sachant que c a été émis est définie par
P(erreur de décodage | ¢ est émis) = Z P(d|c),
TPt . deC
et la probabilité d'une erreur de décodage est d¢ fe—l(c)

P(erreur de décodage) = Z P(erreur de décodage | ¢ est émis) P(c).
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Canaux discrets

Codage de canal

Second théoreme de Shannon

En rappelant que la capacité d'un canal est la quantité maximale d’information qu'il
peut transmettre, on peut énoncer le second théoréme de Shannon.

Théoréme (second théoréme de Shan

Soit un canal discret et sans mémoire de capacité C. Pour tout nombre positif C’
inférieur a C', il existe une suite Cj, de codes r-aires associés aux schémas de décision
frx ayant les propriétés suivantes :

@ Cp, est un code de longueur k et de taux de transmission supérieur ou égal a C' ;
9 [a probabilité max. d’erreur de décodage tend vers 0 lorsque k tend vers I'infini :

lim Prax(k) =0,

k—+oo

avec Ppax(k) = max. ¢ ¢, P(erreur de décodage | c est émis).

> aucune preuve constructive de ce théoréme n’est connue a ce jour
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Canaux discrets

Codage de canal

Définition d'une métrique sur C

Les codes détecteur/correcteur reposent sur une structure algébrique/géométrique.

Définition

Soient x et y des chaines de méme longueur sur le méme alphabet. La distance de
Hamming dpqm(z,y) entre x et y est par définition le nombre de positions pour
lesquelles x et y différent.

Exemple :  dpam(10112,20110) = 2
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Canaux discrets

Codage de canal

Définition d'une métrique sur C

Les codes détecteur/correcteur reposent sur une structure algébrique/géométrique.

Définition

Soient x et y des chaines de méme longueur sur le méme alphabet. La distance de
Hamming dpqm(z,y) entre x et y est par définition le nombre de positions pour
lesquelles x et y différent.

Exemple :  dpam(10112,20110) = 2

Théoreme

L'espace (A™,dHqam) est un espace métrique, autrement dit la distance de Hamming
vérifie les propriétés suivantes pour tout x, y et z de A™ :

Q dyam(z,y) =02z =y

[®) dHam(xvy) = dHam(yv :t)
9 dHam(xvy) S dHam(xy Z) + dHam(Zy y)-
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Décodage par maximum de vraisemblance

On considére un canal binaire symétrique caractérisé par :

P(110) = P(0]1) =p P(0j0)=P(1|1)=1—p avec: p<O0.5.

En notant ¢ le mot envoyé et d le mot recu, dgqm(c,d) correspond au nombre
d’erreurs de symboles dues au canal. En conséquence :

P(d|c) = ptHam(&:d) (1 — pyr—dram(e,d),

> P(d|c) est maximale lorsque dz7qm (¢, d) est minimale

Théoreme

Pour le canal binaire symétrique avec une probabilité d'erreur p < 0.5, la régle de
décodage par maximum de vraisemblance est équivalente a la regle de décodage par
minimum de distance.
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Canaux discrets

Codage de canal

Distance minimale d'un code

Dans I'idée de pouvoir utiliser le décodage par minimum de distance, on est amené a
poser les définitions suivantes.

Définition

La distance minimale du code C est définie par

d(C) = zg}lenc dHam(xv y)~

Définition

On parle de (n, M, d)-code pour évoquer un code de longueur n, de taille M et de
distance minimale d.

Exemple : le code binaire C = {11100, 01001, 10010, 00111} est un (5,4,3)-code.
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Canaux discrets

Codage de canal

Codes t-détecteurs d’erreurs

On définit un code t-détecteur d’erreurs ainsi.

Définition

Un code C est t-détecteur d’erreurs si, dés qu’'au plus t > 1 erreurs se produisent dans
un mot du code, le mot résultant n'est pas un mot du code.

Le code C est dit exactement t-détecteur lorsqu’il est t-détecteur mais pas

(t + 1)-détecteur.

On démontre aisément le résultat suivant :

Théoreme

Un code C est exactement t-détecteurs d’erreurs si et seulement si

d(C) =t +1.
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Canaux discrets

Codage de canal

Codes t-correcteurs d'erreurs

On définit un code t-correcteur d'erreurs ainsi.

Définition

Un code C est t-correcteur si le décodage par minimum de distance peut corriger les
erreurs de taille inférieure ou égale a t dans tout mot du code.

Un code est dit exactement t-correcteur s'il est t-correcteur mais pas

(t + 1)-correcteur. Ceci signifie que toute erreur de taille t est corrigées mais qu'il
existe au moins une erreur de taille t + 1 qui est décodée incorrectement.

On démontre le résultat suivant :

Théoreme

Un code C est exactement t-correcteur d’erreurs si et seulement si

dC)=2t+1 ou d(C)=2t+2

115 /181



Eléments d’algebre discrete

Outline

Q Eléments d'algebre discréte

116 /181



Eléments d’algebre discrete

Eléments d’algebre discrete

Chapitre 4

117 /181



Eléments d’algebre discrete
prrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrreen
Eléments d'algébre discréte

Algebre discrete

Mise en oeuvre pour le codage de canal

D'apres le second théoréme de Shannon, le codage de canal permet de réduire
arbitrairement les probabilités d'erreur de transmission. Cependant, aucune preuve
constructive de celui-ci n'existe.

> De multiples techniques de codage ont été proposées

Les héritages d'algebre discrete sont nombreux :

représentation vectorielle des mots

°
@ addition, produit
@ distance

°
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Structures algébriques

Groupes

Définition (loi de composition interne)

On appelle loi de composition interne a un ensemble E une application T de E X E
dans E :
(z,y) — z =z Ty.

On appelle élément neutre de la loi T un élément e de E tel que :
Ve B, xTe=elz==x.
La loi T est commutative si :

V(z,y) e EXE, zTy=yTx.
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Structures algébriques

Groupes

D on (groupe)

Un ensemble G muni d’une loi de composition interne T est appelé groupe si :

@ la loi T est associative, c’est-a-dire
V(z,y,2) €G3, (2Ty)Tz=zT (yTz),

9 la loi T admet un élément neutre e dans G,

9 tout élément de G admet un inverse pour la loi T, c'est a dire

VeeG, 3x'e€eG : zTz' =2'Tzx=e.

Notation. Lorsque la loi T est notée multiplicativement par x, z’ est souvent
représenté par ! et e par 1. Lorsque la loi est notée additivement par 4, =’ est
souvent représenté par —x et e par 0.
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Structures algébriques

Groupes

On peut distinguer les différents types de groupes suivants.
@ Sila loi T est commutative, le groupe (G, T) est dit abélien ou commutatif.
¢ S'il existe un élément x de G tel que

VyeG, FieN : y=azai

le groupe est dit cyclique. On note < = > le générateur du groupe. Ci-dessus,
nous avons utilisé la notation z° = e et, pour i # 0,

=z TzT..Tx.
N—————

i fois

Définition

Soit G un groupe fini et x € G. On appelle ordre de x le plus petit entier positif n tel
que x™ = e.
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Structures algébriques

Groupes

Exemple. (Z, +) est un groupe abélien.

Exercice 1. Montrer que {0, 1,2} muni de la loi + définie par
“i + j = reste de la division par 3 de la somme (i + j) calculée dans Z"

est un groupe abélien fini de cardinal 3.
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Structures algébriques

Anneaux

Dé on (annea

On appelle anneau un ensemble A muni de deux lois de composition interne + et X
telles que :

@ (A,+) est un groupe commutatif,
9 la loi X est associative,

9 la loi X est distributive par rapport a 4, c'est a dire

V(z,y,2) €A%, zx (y+2)=xxytzxzet (x+y)xz=xXxz+yXz

Vocabulaire.

@ Sila loi X est commutative, I'anneau A est dit commutatif.
@ S'il existe un élément neutre, noté 1, pour la loi X, I'anneau A est dit unitaire.

@ Si quels que soient x et y des éléments de A, on a
zXxy=0 = x=00uy=0,

I'anneau A est dit intégre ou anneau d’intégrité.
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Structures algébriques

Anneaux

Exemple. (Z, +, X) est un anneau commutatif intégre.

Exercice 2. Reprenons |'exercice 1. Munissons ({0, 1,2}, +} d'une loi “multiplicative”
commutative définie par :

0xi=0, lxi=1, 2x2=1, ie€{0,1,2}

Montrer que ({0, 1,2}, 4+, %) est un anneau commutatif unitaire et integre.
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Structures algébriques

Corps

Définition (corps)

On appelle corps un ensemble K muni de deux lois de composition interne + et X
telles que :

o (K, +, X) est un anneau;

@ Si on note e I'élément neutre de la loi 4, alors (K \ {e}, X) est un groupe. Ceci
implique que tout élément de K admet un inverse pour X, a I'exception de e.

> Un corps est donc un anneau dans lequel tout élément non-nul est inversible.

Vocabulaire.

@ Un corps est dit fini s'il admet un nombre fini d'éléments. Un corps fini a ¢
éléments sera noté F.

9 Le corps K est dit commutatif si la loi X est commutative.
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Structures algébriques

Caractéristique d'un corps

Définition (caractéristique)
Soit (K, +, X) un corps. Soit r le plus petit entier k tel que
O=1 4 .o0 3 1,
k fois

r est appelé caractéristique du corps K.

Propriété

La caractéristique d’'un corps est zéro ou un nombre premier.
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L'anneau Z/nZ

Rappels sur les entiers relatifs

Théoreme (division euclidienne)

Soit (a,b) € Z x Z tel que b # 0. Il existe un unique couple (q,r) € Z X Z tel que
a=bg+ret0<r <|bl, ol |b|l désigne la valeur absolue de b.
r est le reste et q le quotient de /a division de a par b dans Z.

Théoreme (Bezout)

Soient a et b deux éléments non nuls de Z. Les éléments a et b sont premiers entre
eux si et seulement s'il existe u et v de Z tels que

ua + vb = 1.
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L'anneau Z/nZ

La congruence

Définition (congruence)

Soit n un entier relatif. Si a et b sont deux entiers relatifs tels que n divise b — a, ou
b — a est multiple de n, on dit que b est congru a a modulo n. On note :

b=a (modn) oub=an].

La relation définie est une congruence modulo n.

Proposition

La relation de congruence est une relation d’équivalence, c’est-a-dire qu’elle est

symétrique : b= a (mod n) = a = b (mod n)
reflexive : a = a (mod n)
transitive : b = a (mod n) et ¢ = b (mod n) = ¢ = a (mod n)

N

Notation. La classe d'équivalence de a pour cette relation, i.e. I'ensemble des entiers
congrus a a modulo n, est la classe de congruence de a modulo n. Elle sera
éventuellement notée dans la suite a.

Remarque. L’ensemble des classes de congruence forme une partition de Z.
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L'anneau Z/nZ

La congruence

Proposition

Les éléments a et b sont congrus modulo n si et seulement s'ils ont méme reste dans
la division euclidienne par n.

Proposition

(0,1,...,n — 1) constitue un systéme de représentants de la congruence modulo n,
chacun de ces entiers représentant une classe.

Proposition

La relation de congruence est compatible avec les opérations de Z. Si a = b (mod n)
eta’ =V (modn), alors

a+d = b+?b (modn)

ad’ = bb (modn)
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L'anneau Z/nZ

Définition

Définition

Z/nZ est I'ensemble des classes de congruence modulo n.

Notation. La classe d'un entier a sera notée a. Dans ces conditions, |'ensemble des
éléments de Z/nZ peut étre écrit sous la forme 0, 1, ..., n — 1.

Définition (opérations)

Soient @ et b deux classes de Z/nZ. On définit I'addition et la multiplication dans
Z/nZ ainsi :

a+b = a+bd

ab = ab
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L'anneau Z/nZ

Propriété

Proposition

Muni des deux opérations définies précédemment, 7Z/nZ est un anneau commutatif
unitaire.

Exemple. Les tables d’addition et de multiplication de Z/5Z sont données par :

A wWwNR O+
A WNRE OO
OBrWN KRR
= O WNIN
NH=O MWW
WNHFEOND
HWN = O X
[eNeNelNolNoel o)
A OWONREOR
WK BANON
NS HFHWOW
=N WSO

Exercice 3. Dans Z/13Z, par quoi peut-on remplacer 9, 29 et —107
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L'anneau Z/nZ

Corps premier

Proposition

Un élément @ de I'anneau 7Z/nZ est inversible si et seulement si pged(a,n) = 1, c’est
a dire a premier avec n.

Proposition

7Z/nZ est un corps si et seulement si n est premier.

Notation. Si p € N est un nombre premier, le corps Z/pZ est noté F,. On dit qu'il est
un corps premier.

132 /181



Eléments d’algebre discrete
rrrrrrrrrrrrrrrerrrrrreren

Eléments d'algébre discréte

Polynémes
Rappels

Notation. Soit K un corps commutatif. On note K[X] I'anneau des polynémes a
coefficients dans K.

Proposition

K[X] est un anneau commutatif intégre.

Remarque. K peut &tre identifié a I'ensemble des polynémes constants de K[X].

Théoreme (division euclidienne)

Soient A € K[X] et B € K[X], B # 0. Il existe un unique couple (Q, R) de
K[X] x K[X] tel que
A=BQ+R

avec d°(R) < d°(B) ou R = 0. Le polynéme Q est appelé le quotient et R le reste de
la division euclidienne de A par B.

Remarque. D'un point de vue pratique, on pose la division suivant les puissances
décroissantes. La division euclidienne dans K[X] est alors analogue a celle de Z.
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Polynémes
Rappels

Exercice 4. Effectuer dans R[X] la division euclidienne de
AX)=3X%+2X%-2X3 — X2 4 1et B(X)=X?-1.

Exercice 5. Effectuer dans F3; = Z/317 la division euclidienne de
AX)=12X7 +5X3% —21X2 et B(X) = X* + X + 1.

Définition

Soient A et B deux éléments de K[X]| et D un polynéme unitaire K[X], i.e. dont le
coefficient du terme de plus haut degré est égal a I'unité. On dit que D est le plus
grand commun diviseur des polynémes A et B si

@ D divise A et D divise B,

9@ G € K[X] divise A et B entraine G divise D.

Définition

Un polynéme P non nul de K[X] est dit irréductible ou premier sur K si, dans K[X],
ses seuls diviseurs sont les polynémes constants non nuls et les produits de P par des
constantes non nulles.
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Polynémes
Rappels

Définition

Deux éléments non nuls de K[X] sont premiers entre eux si et seulement si leur pged
vaut 1.

Calcul pratique du pgcd. A I'aide de la division euclidienne, on effectue les divisions
successives

A= BQ@1+ Ry avec d°(R1) < d°(B)
B =Ri1Q2+ R2

Le pgcd est le dernier reste unitaire non nul.
Exercice 6. Dans F2[X], calculer le PGCD des polynémes suivants :

AX)=X16 4 X124 X1 4 X8 4+ X4+ X +1
BX)=XB+ X%+ X84+ X5+ X +1.
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Polynémes

L'anneau des polynédmes modulo P

Nous allons dans un premier temps définir une sous-structure particuliere de la
structure d'anneau appelée idéal.

Définition (Idéal)

Soit A un anneau et T une partie non vide de A. On dit que Z est un idéal de A si :
QzretyeZ =x—y€EIZ cestadire (Z,+) constitue un sous-groupe de (A, +).
oVacAVz e, axa €T etxxac€ L (idéal bilatére).

Exemple. Soit A un anneau commutatif et z € A. L'ensemble des multiples de x, noté
< x > ou zA, est un idéal.
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Polynémes

L'anneau des polynédmes modulo P

De méme que nous avons défini les Z/nZ, nous allons définir des anneaux quotients
de polyndmes.

Théoreme

Toute relation d’équivalence sur un anneau A, compatible avec les opérations, est du
type (x —y) € Z ot T est un idéal. Ceci signifie que T est en fait la classe de I'élément
nul de A.

Remarque. Par compatible avec les opérations, nous entendons
2Ry et 'Ry’ = (z + "Ry + ') et z2'Ryy/,

ol R désigne la relation d’équivalence.
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Polynémes

L'anneau des polynédmes modulo P

Les notations utilisées ici sont les mémes que celles introduites pour Z/nZ.

Notations.

@ Toute relation de ce type s’appelle une congruence modulo Z.
oz —y €Tsenote x =y (modZ) et se lit z congru a y modulo 7.

@ L'ensemble des classes d'équivalence de A pour cette relation ou ensemble
quotient est noté A/T.

@ La classe de x est notée Z. On peut remarquer que T est donnée par
z+Z={2=z+y : yeI}.
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Polynémes

L'anneau des polynédmes modulo P

Théoreme

Soit K un corps commutatif. Soit Z un sous-ensemble de K[X]. Les 2 assertions
suivantes sont équivalentes :

o L’ensemble T est un idéal de K[X].

o |l existe un polynéme P de K[X] tel que T est I'ensemble des multiples de P
dans K[X].

Définition (équivalence modulo P)

Soit P un élément de K[X]. Deux polynémes A et B de K[X] sont dit équivalents
modulo P si et seulement si A — B est un multiple de P.

Notation. On note A = B (mod P).
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Polynémes

L'anneau des polynédmes modulo P

Proposition

On a A = B (mod P) si et seulement si les polynémes A et B ont le méme reste dans
la division par le polynéme P. Dans ces conditions, pour tout C' de K[X], les
équivalences suivantes sont satisfaites :

A+C = B+ C (modP)
AC = BC (modP).

Corollaire
Soit S un polynéme non nul de K[X] de degré n, et soit Z =< S > l'idéal engendré
par S. Soit Py, I'ensemble des polynémes non nuls de degré strictement inférieur a n
c'est-a-dire I'ensemble des polynémes sur K de la forme
ao+ a1 X +...+an_1 X" L. Alors :
@ La classe de A pour I'équivalence modulo S est A+ Z. C'est aussi R+Z ot R
est le reste de la division de A par S.
@ L’application ¢ : K[X]|/Z — Py, définie par $(A + Z) = R oi R est le reste de
la division de A par S est une bijection.
9 Le cardinal de K[X]/ZT est |[K|™.

> On définit ainsi un anneau commutatif qui sera noté K[X]/ < S >.
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Polynémes

L'anneau des polynédmes modulo P

En pratique, dans K[X]/ < S >, les polynémes et les résultats des opérations
ordinaires sont remplacés par leurs restes dans la division par S.

Exemple. Prenons le cas K = Z/27 et considérons le polynéme S = X2 4+ X +1. Les
différents restes possibles de la division par S sont 0, 1, A= X et B= X + 1. Les
tables des opérations pour K[X]/ < X2+ X + 1 > sont les suivantes :

W >~ o+
W >+ oo
= o W > >
o >Ww
W >+~ ol X
oo oolo
>+~ olkr
= > o| >
> = oW

> WO R
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Polynémes

L'anneau des polynédmes modulo P

Théoreme

L’anneau K[X]/ < S > est un corps si et seulement si le polynéme S est irréductible
sur K, c’est-a-dire si et seulement si les seuls diviseurs de S a coefficients dans K sont
les constantes non nulles et lui méme.

> on parle alors de corps quotient

Remarque. Si s est le degré de S et g le cardinal de K (en supposant K fini), alors
K[X]/ < S > contient ¢° éléments.

Proposition

Tout corps fini est isomorphe a un corps K[X]|/ < S > ou K = Z/pZ avec p premier
et S irréductible sur K.

Notation. Un corps fini a g éléments est tel que ¢ = p", avec p premier. On le note Fy,
ou CG(q) (Corps de Galois a q éléments).
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Les corps finis

Construction d'un corps fini

Afin de construire un corps fini, on utilise les propriétés suivantes :

Propriété (corps finis)

Soit Fq un corps fini a ¢ = p” éléments. On a :

o SiF, =F,[X]/ <S>, avec p premier et S irréductible sur ¥y, alors le
polynéme S posséde au moins une racine dans Fy.

o Le groupe (Fg, X) est un groupe cyclique, c’est-a-dire que les éléments non nuls
de Fg sont les puissances d'un méme élément générateur. Un tel élément

s'appelle élément primitif.

@ Soit oo un élément primitif de Fy, avec g = p”. Alors, tout élément de F s'écrit

de maniére unique comme une combinaison linéaire de 1, i, 0, ... a1
Autrement dit, si I'on considére Fq comme un F, espace vectoriel, alors
{1,a,02,...,a" "1} en est une base.
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Les corps finis

Construction d'un corps fini

Soit S un polyndme irréductible sur Fy, unitaire et de degré r :
S=z"4ar_12" '+ -+ a1z + ao.

Supposons que S possede comme racine dans Fy un élément primitif a de Fy.
Puisque f(a) =0, il vient :

o' =—ar_1a" ' — - —aia— ao.

En multipliant I'égalité précédente par a, puis en remplagant a” par son expression,
on obtient a™*! sous la forme :

a'r+l — 1

—by_1a"7 " — - = b1 — by,

. T _ . . ] Ve

puis o2, ..., aP ~2 comme combinaisons linéaires des éléments de la base
1,0,...,a" 1. On obtient ainsi une expression de tous les éléments de F, permettant
d’effectuer les calculs.
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Principe

Définition d'un code linéaire

Soient p un nombre premier et s est un entier positif. |l existe un unique corps de taille

g = p®, noté Fy. L'ensemble (Fy)™ de tous les n-uples formés d'éléments de F, est

un espace vectoriel sur Fy.

Définition

L est un code linéaire si L est un sous-espace vectoriel de (Fq)™. On dit que L est un
[n, k]-code si dim(L) = k. Si la distance minimale de L est d, on parle de
[n, k, d]-code.

> Attention aux notations " (.)-code” et "[.]-code” !
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Principe

Poids d'un code linéaire

Définition

Le poids w(z) du mot x de (Fy)" est le nombre de composantes non nulles de x.
Le poids minimal w(£L) du code L est le minimum des poids de tous les vecteurs non

nuls de L.

Exemple
w(1101) =3
£ = {00000,10111,11010,01101} — w(L)=3
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Les codes linéaires

Principe

Poids d'un code linéaire

Définition

Le poids w(z) du mot x de (Fy)" est le nombre de composantes non nulles de x.
Le poids minimal w(L) du code L est le minimum des poids de tous les vecteurs non
nuls de L.

Exemple
w(1101) =3
£ = {00000,10111,11010,01101} — w(L)=3

Définition

Si x et y sont deux mots binaires, on appelle intersection de x et y, notée x Ny,
I’élément défini par (x Ny)(i) = 1 si z(i) = y(i) = 1, et 0 sinon.

En considérant les définitions ci-dessus, on peut démontrer les relations suivantes :

Vz,y € (Fq)nvdHam(xv y) = w(x - y)7
v,y € (F2)", dram(z,y) = w(z) + w(y) — 2w(z Ny).

Théoreme

Soit £ un code linéaire. On a : d(L) = w(L).
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Principe

Codes détecteurs et correcteurs linéaires

En utilisant ce qui a été vu au cours précédent, on a immédiatement que :

Théoreme

En utilisant la régle de décodage par distance minimale, un code linéaire peut détecter
Jjusqu'a t erreurs, avec t = w(L) — 1.
De plus, il en corrige jusqu’'a t', avec w(L) = 2t' + 1 ou 2t' + 2.

Exemple
L = {00000, 10111,11010,01101} est 2-détecteur et 1-correcteur.
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Matrice génératrice

Définition

Définition

Soit L un [n, k]-code. Une matrice G de dimension (k x n) dont les lignes forment
une base de L est une matrice génératrice de L. On a alors :

L={zG |z € (Fy)*}.

Exemple
La matrice génératrice suivante permet d'encoder les mots de (F2)3.

G =

_ O =
O = o=
o= O

0
1
1
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Les codes linéaires

Matrice génératrice

Forme systématique

Définition (forme systématique)

Un [n, k]-code L est dit sous forme systématique s'il existe k positions i1, ..., i
telles que, par restriction des mots du code & ces k positions, on obtient les g* mots
g-aires possibles de longueur k.

Exemple. C = {0000, 0110, 1001, 1010} est systématique sur les positions 1 et 3 :
00 — 0000

01 — 0110
10 —s 1001
11 — 1010
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Les codes linéaires

Matrice génératrice

Forme systématique

Définition (forme systématique)

Un [n, k]-code L est dit sous forme systématique s'il existe k positions i1, ..., i
telles que, par restriction des mots du code & ces k positions, on obtient les g* mots
g-aires possibles de longueur k.

Exemple. C = {0000, 0110, 1001, 1010} est systématique sur les positions 1 et 3 :
00 — 0000

01 — 0110
10 —s 1001
11 — 1010

Théoreme (forme standard)

Tout [n, k]-code linéaire a une matrice génératrice de la forme G = (I | A), dite
standard, ou I;. désigne la matrice unité de dimension k.

Exemple. La matrice génératrice suivante est sous forme standard.
0 0 0o 1 1
G =

OO O
OO = O
(=N ]

0 1 0
0 1 1
1 1 1

_ o
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Les codes linéaires

Dual d'un code linéaire

Définition

Définition
Soit L un [n, k]-code.
LY ={x € (F)" | z.c=0,Yc € L}

est appelé code dual de L.

Théoreme

Soit L un [n, k]-code linéaire et L1 son dual. On a :
O Lt ={z € (F)" | 2GT =0} ois G est génératrice de L ;
Q L1 est un [n, n — k]-code linéaire ;
Q Lt =L
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Les codes linéaires

Dual d'un code linéaire

Matrice de test

Soit £ un code linéaire de matrice génératrice G = (I | A) de dimension (k x n). On
pose H=(—AT |L,_p).

Définition

La matrice H est dite matrice de contrdle ou matrice de test du code linéaire L.

On montre aisément que H est une matrice génératrice de £1. Cette matrice sera
utilisée par la suite pour le décodage.

Théoreme

Soit L un code linéaire ayant H comme matrice de contréle. Il existe un mot de poids
w si, et seulement si, il existe w colonnes de H linéairement dépendantes.
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Les codes linéaires

Exemple

Matrice génératrice et mots du code

On construit un [6, 3]-code linéaire binaire en choisissant trois vecteurs linéairement
indépendants de (F2)%.

1 0 0 1 0 1
G=(0 1 1 1 0 1
1 1 0 1 1 O

On obtient I'ensemble des mots du code L en calculant tous les produits G avec
S (FQ)B.
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Les codes linéaires

Exemple

Matrice génératrice et mots du code

On construit un [6, 3]-code linéaire binaire en choisissant trois vecteurs linéairement
indépendants de (F2)%.
1 0 0 0 1
G=|0 1 1 1 0 1
11 0 1 1 0

On obtient I'ensemble des mots du code L en calculant tous les produits G avec
S (FQ)B.

Les mots du code L ainsi que leur poids sont donnés par :

T L w
000 | 000000 | O
001 | 110110 | 4
010 | 011101 | 4
011 | 101011 | 4 — L est 2-détecteur et 1-correcteur.
100 | 100101 | 3
101 | 010011 | 3
110 | 111000 | 3
111 | 001110 3
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Les codes linéaires

Exemple

Matrice de contrdle et mots du code dual

On écrit la matrice G sous forme standard (pivot de Gauss) :

1 0 0 1 0 1 1 0 O 1 0 1
Golo 1110 1o 0o 1 0l0 1 1 |=@asA)
0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 1 0
La matrice de contrdle H = (—AT | I3) de £ est donnée par :
1 0 1 1 0 O
H = 0 1 1 0 1 0
1 1 0 0 0 1
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Les codes linéaires

Exemple

Matrice de contrdle et mots du code dual

On écrit la matrice G sous forme standard (pivot de Gauss) :

1 0 0 1 0 1 1 0 O 1 0 1
G—-[(0 1 1 1 0 1}---— 0 1 0 0 1 1 =13 | A).
0 1 0 0 1 1 0 0 1 1 1 0

La matrice de contrdle H = (—AT | I3) de £ est donnée par :

1 0 1 1 0 0
H = 0 1 1 0 1 0
1 1 0 0 0 1

A partir de H, on obtient les mots du code dual £+ :

T T w
000 | 000000 | O
001 | 110001 | 3
010 | 011010 | 3
011 101011 4
100 | 101100 | 3
101 011101 4
110 | 110110 | 4
111 000111 3
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Les codes linéaires

Décodage par tableau standard

Notion de syndrome

Nous allons a présent exposer une régle de décodage a distance minimale reposant sur
un tableau, dit tableau standard.

Définition

Soit L un [n, k]-code linéaire de matrice de contréle H. Soit x un élément de (Fgq)™.
le mot tH " est appelé syndrome de x.

Cette définition permet d'introduire I'application linéaire s suivante :

st (Fg)" — (Fq)nik

x —  s(@)==zHT

Soit z un élément de £. On note que s(x) = 0, ce qui signifie que

L = ker(s).
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Les codes linéaires

Décodage par tableau standard

Classes d'équivalence

On définit la classe de x, notée Cy ou x + L, par :

Co={z+1|1I¢€ L}

Théoreme

L’ensemble des classes C., x € (Fq)™, forme une partition de (Fg)™.

Théoreme

Soit L un [n, k]-code. Les éléments x et y de (Fq)" ont le méme syndrome si et
seulement si ils définissent la méme classe.
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Les codes linéaires

Décodage par tableau standard

Classes d'équivalence

On définit la classe de x, notée Cy ou x + L, par :

Co={z+1|1I¢€ L}

Théoreme

L’ensemble des classes C., x € (Fq)™, forme une partition de (Fg)™.

Théoreme

Soit L un [n, k]-code. Les éléments x et y de (Fq)" ont le méme syndrome si et
seulement si ils définissent la méme classe.

Soit  le mot regu. Le décodage par dis- Cy =C.
tance minimale requiert que |'on décode \

z par le mot de code c pour lequel

e = x — c a le poids le plus faible.

Etant donné que c varie dans L, e est
un élément de C, . Le vecteur d’erreur
e a donc le méme syndrome que x.

(Fq)"
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Les codes linéaires

Décodage par tableau standard

Construction du tableau

Mode de construction
Q La premiére ligne comporte les mots de L.
Q La ligne j est constituée des e; + L, ol e; est un mot sélectionné de plus petit
poids ne se trouvant pas dans les j — 1 lignes précédentes.
Q Le processus est itéré jusqu'a ce que tous les mots de (F4)™ soient représentés
dans le tableau.

0 c1 c2 Cm |
ep |c1+er | c2t+er | ... | ecmter | = |e1+L
ez | cit+ex | catex | ... | emtex | = | e2+L
es | ci1+es | cotes | ... | cmtes | = | es+ L
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Décodage par tableau standard

Exemple

Soit £ un [4,2]-code linéaire binaire défini par la matrice génératrice

11 0 1
G*(0100>'

On a donc :
T L w
00 | 0000 0
01 | 0100 1
10 1101 3
11 | 1001 2
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Les codes linéaires

Décodage par tableau standard

Exemple

Soit £ un [4,2]-code linéaire binaire défini par la matrice génératrice

11 0 1
G*(0100>'

On a donc :
T L w
00 | 0000 | O
01 | 0100 | 1
10 1101 3
11 | 1001 | 2

Ceci nous conduit au tableau standard suivant :

0000 | 0100 | 1101 | 1001
1000 | 1100 | 0101 | 0001
0010 | 0110 | 1111 | 1011
1010 | 1110 | 0111 | 0011

Inconvénient : espace mémoire occupé (16 Go pour un [32,6]-code!).

— décodage par syndrome
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Les codes linéaires
Décodage par sy

[EERRRRRNERRELY!
Principe

Les mots d'une méme ligne du tableau standard ont méme syndrome.

= construction d’une table de représentants et de syndromes

0 c1 co .. Cm s(ei)
e1r |citer |cater | ... |emter | et HT
ex | cite2 | cate em+ez | edHT
es | c1tes | cates cm+tes | esHT

Le calcul du syndrome d'un mot recu x désigne son représentant ¢;. Le décodage
s'effectue en calculant z — ¢;.
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Les codes linéaires

Décodage par syndrome

Exemple

On consideére le code linéaire £ défini par la matrice génératrice G :

(1 1 0 1 ,_ (1 0 0 1 _ (00 1 0
G—(o100)“G—(0100)”H_(1001)'

Représentant e; | Syndrome e;H '
0000 00
1000 01
0010 10
1010 11
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Les codes linéaires

Décodage par syndrome

Exemple

On consideére le code linéaire £ défini par la matrice génératrice G :

(1 1 0 1 ,_ (1 0 0 1 _ (00 1 0
G—(o100)“G—(0100)”H_(1001)'

Représentant e; | Syndrome e;H '
0000 00
1000 01
0010 10
1010 11

On suppose que z = 1110 a été recu. Le calcul de son syndrome donne :

.
dH ' =(1 1 1 0)((1) 8 (1) (1)) =(1 1).

Le représentant de la classe est donc 1010 et I'on obtient

c = 1110 — 1010 = 0100.
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Les codes de Hamming et les codes cycliques

Les codes de Hamming

Principe

La distance minimale d'un code linéaire L est le plus petit nombre de colonnes
linéairement dépendantes dans sa matrice de test H. Pour un [n, k, 3]-code, aucune
colonne de H n’est multiple d'une autre.

Construction
Les codes de Hamming sont des [n, k, 3]-codes construits ainsi :

Q choix d'un vecteur-colonne ¢1 non-nul dans (Fg)"
9 choix d'un vecteur-colonne cz dans (Fq)" — {a.c1 : v € Fy}

Q réitération jusqu'a ce qu'il n'y ait plus de ¢; non-nul
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Les codes de Hamming et les codes cycliques

Les codes de Hamming

Intéréts

Notations
Un [n, k, d]-code de Hamming g-aire d’ordre r, noté H4(r), est tel que :

n=(q" -1)/(g=1) ; k=n—-r ; d=3

Décodage des codes de Hamming

tableau standard

q" g"—1=(¢—1)n

On constate que (¢ — 1)n représente aussi le nombre d’erreurs possibles de poids 1!

> le syndrome de e; est donc égal a la i®Me colonne de H.
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Décodage des codes de Hamming Hs(r)

Les codes linéaires

Exemple

Les colonnes de la matrice de contréle H sont simplement les représentations binaires
des 2" — 1 premiers nombres positifs non-nuls.

> syndrome = position de I'erreur a corriger

Exemple : H2(3)

0 1 1 1 1
1 0 0 1 1
1 0 1 0 1

En supposant qu’une unique erreur s'est produite a la position 3, ce qui correspond au

vecteur d’erreur donné par ez = 0010000, le syndrome du mot regu est égal a
esHT = 011. Ce nombre donne la position de I'erreur.

0
H=|0
1

o = O
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Les codes de Hamming et les codes cycliques

Décodage des codes de Hamming H3(r)

Exemple

Comme pour H2(r), on choisit les colonnes de H comme |'expression des premiers
nombres dans une base ternaire, en s'assurant que la premiere composante non-nulle
de ces nombres est 1.

Exemple : 1{3(3)

0o 0 o001 1 1 1 111 11
H = 01 11 0 0 0 1 1 1 2 2 2
1 01 2 01 2 0 1 2 0 1 2

Si une erreur apparait a la position 4, le vecteur d'erreur est de la forme « e;, avec
a € {1,2}. Le syndrome résultant o e;H .

> on détermine la position de I'erreur et la correction a apporter.
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Les codes de Hamming et les codes cycliques

Principe des codes cycliques

Définition

Les codes cycliques C constituent |'une des classes les plus importantes parmi les
codes linéaires.

Définition

Un code C est dit cyclique s'il est linéaire et s'il vérifie la propriété suivante :

(co...cn—1) € C <= (cp—1co...cn—2) € C.

La permutation circulaire des composantes est appelée shift. On peut dire que
(en—1¢€0...cn—2) est le shift de (co...cn—1).

Exemples :
Les codes suivants sont des exemples de codes cycliques, qui ne présentent pas tous
un intérét pratique :

o {0} et (Fg)™

e C ={000,101,011,110}

@ Soit C le code dont la matrice génératrice est définie par

10 01 00 1 0 0y — GO
G=|0 10 0 1 0 0 1 0] — G®
0010010 0 1/ 5 Gg®
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Les codes de Hamming et les codes cycliques

Représentation polynomiale

Intérét

Il est commode d'utiliser la représentation polynémiale suivante :

(coc1...cn—1) «—m(z) =co+ciz+...+ Cn_1xz” L.

En effet, le polynéme associé au mot shifté (cp—1co...cn—2) est celui que I'on
obtient en évaluant x.m(x) modulo (z" — 1) :

1

en—1+cox+ ...+ cn_2z"” z(co+ - +en_12" ) —cpo1(a” — 1)

z.m(x) modulo (z" —1).
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Les codes de Hamming et les codes cycliques

Représentation polynomiale
Cadre algébrique

Définition

Soit Fq un corps fini et soit n un entier non-nul. On appelle représentation
polynémiale de (Fq)™ I'application

0: (Fy)" — Fylz]/ <a™ —1>

telle que O(coc1 ...cn—1) =co+c1z + ... +cp12™ L.

Définition

On appelle représentation polynémiale de C I'ensemble des représentations
polynémiales des mots de C, que I'on note 6(C).

Exemple
Si C = {000, 101,011,110}, alors (C) = {0,1 4+ x2, z + 22,1 + =} ol 0 désigne ici le
polynéme nul.
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Les codes de Hamming et les codes cycliques

Structure algébrique de 0(C)

Codes cycliques et idéaux

La définition d'un code cyclique nous améne directement a :

Théoreme

Le code C est cyclique si et seulement si C est un sous-espace vectoriel de (Fq)™ et si
tout multiple modulo (x™ — 1) d’'un polynéme de 0(C) est aussi un polynéme de 6(C).

En se rappelant de la définition d'un idéal bilatére, on obtient :

Théoreme

Soit C un code linéaire de longueur n sur F. Alors C est un code cyclique si et
seulement si sa représentation polynémiale est un idéal bilatére de I'anneau
Fylz]/ <a™—1>.
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Les codes de Hamming et les codes cycliques

Structure algébrique de 0(C)

Polynéme générateur

Apres avoir montré que tout idéal de I'anneau Fy[z]/ < 2™ — 1 > est engendré par un
méme polynéme, dit polynéme générateur, on montre :

Théoreme

Chaque code cyclique C de longueur n sur Fy, et non réduit a I'élément nul, posséde
un polynédme générateur unitaire et un seul qui est diviseur de (z™ — 1) dans Fq[z].

Exemple Soit C le code cyclique tel que :
6(C) = {0,1+z,z + 2,1+ 22}

On constate que le polynédme (1 + z) est le polynéme générateur de C.

Il est maintenant possible d'exhiber tous les codes cycliques de longueur n grace a la
recherche de tous les diviseurs de (z™ — 1) :

Théoreme

Soit C un code cyclique de longueur n et g(xz) son polynéme générateur tel que
d°(g) = t. La famille suivante

{9(2),2.9(),...,2" """ Lg(x)}

est une base de 0(C) et la dimension du code est n — t.
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Les codes linéaires

Construction d'un code cyclique

Exemple

On veut construire un code cyclique de longueur 7 sur Fo. On montre que

(a7~ 1) =

Co:
Ci:
Co:
Cs:
Cy:
Cs :
Cg :

T

i<}

0
T

Q

1

T

)
)
)
z)
)
)
)

Q

2

Q

3
T

Q

4
T

,\AAAAAA

‘Q‘Q

T

(x —1)(z3 + 2+ 1)(23 + 22 + 1), ce qui nous conduit 3 :

=2T—-1=0

=x—1

=3 +z+1

=z +22+1
=gi1(2).92(x) =2 + 23 + 22 +1
=g1(z).g3(z) =z + 2+ +1
=go(z).g3(x) =ab + P+t + 23 + 22+ +1
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Les codes de Hamming et les codes cycliques

Matrice génératrice

Construction a partir du polynéme générateur

La famille {g(z),z.g(x), ..., 2" ¢~ 1.g(z)} est une base de 6(C). Il suffit donc de
choisir les mots associés a cette base pour construire G.

Théoreme
Soit g(z) = go + g1 + ... + gzt le polynéme générateur d’un code cyclique C de
longueur n sur Fy. La matrice G constituée de n — t lignes et n colonnes suivante est
génératrice.

go g1 --- gt O 0

g=|9 9 9 0 g 0

o ... 0 g0 91 ... gt

Exemple :

Considérons le code cyclique C de (F2)7 engendré par le polyndme générateur
g(z) = 1+ 22 + 3. D’apres le théoréme précédent, une matrice génératrice de ce
code est donnée par :

1 01 1 0 0 O
01 01 1 00
G=19010 11 0
00 01 0 1 1

Chaque ligne de G peut étre obtenue par un shift de la précédente.
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Les codes de Hamming et les codes cycliques

Matrice de contrdle

Définition du polynéme de contréle

On définit un polyndme de contréle ainsi :

Définition

Soit C un [n, k]-code cyclique de polynéme générateur g(x). Le polynéme h(x)
vérifiant g(z).h(z) = (2™ — 1) est dit polynéme de contréle.

On peut montrer le résultat suivant :

Théoreme

Soit C un [n, k]-code cyclique dont le polynéme de contréle est h(x). On a la relation
suivante :

p(z) € (C) & p(x).h(z) = 0.
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Les codes de Hamming et les codes cycliques

Matrice de contrdle

Définition du polynéme de contréle

On définit un polyndme de contréle ainsi :

Définition

Soit C un [n, k]-code cyclique de polynéme générateur g(x). Le polynéme h(z)
vérifiant g(z).h(z) = (2™ — 1) est dit polynéme de contréle.

On peut montrer le résultat suivant :

Théoreme

Soit C un [n, k]-code cyclique dont le polynéme de contréle est h(x). On a la relation

suivante :
p(z) € (C) & p(x).h(z) = 0.

Déterminons I'expression de la matrice de contrdle a partir du polyndme de contrdle.

Théoreme

Soit C un [n, k, d]-code cyclique de polynéme de contréle
h(x) = ho + h1x + ... + hypx®. La matrice H suivante est une matrice de test de C :

he hg_1 ... ho O ... 0
Ho |0 h hea o ho . 0
0o ... 0 hy hg_1 ... ho
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